1.5 - Procedimentos Decisorios

+ Um problema decisdrio € uma sentenca (usualmente apresentada como uma
pergunta) que pode ser verdadeira ou falsa. A solucao de um problema
decisorio e “sim”, se a sentenca for verdadeira, ou “"nao”, se a sentenca for
falsa.

+ Exemplo: A maquina de Turing M para com entrada w?

Neste problema existem duas variaveis: M e w. Uma instancia de um
problema decisorio € obtida particularizando-se as variaveis do problema. No
exemplo acima, especificando qual € a maquina M e qual € a entrada w temos
uma instancia do problema.

+ Um problema decisorio é soluvel (ou decidivel) se existe um algoritmo (ou
seja, uma maquina de Turing que sempre para) que fornece uma resposta
“sim” ou “nao”. Um problema decisorio é parcialmente soluvel (ou indecidivel)
se existe um procedimento (ou seja, uma maquina de Turing) capaz de
fornecer a resposta “sim”.

+ Exemplo: “*M para com entrada w?” € um problema decisorio parcialmente
soluvel. O procedimento que resolve parcialmente o problema e a maquina de
Turing universal (MTU):

= Se M para com entrada w, MTU para e responde “sim”;
= Se M nao para com entrada w, MTU nao para (ou seja, nada responde).

+ O complemento de um problema decisério P € o problema (representado por
~P) que se obtem quando sao invertidos os significados de “sim” e "nao”.
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+ Teorema: P é soluvel = P e ~P sao parcialmente sollveis.
¢+ Prova:

(=) P € soluvel. Entao existe uma maquina de Turing que sempre responde
sim ou nao (ou seja, sempre para, ou no estado g, ou no estado q,,)-
Podemos entao construir uma nova MT trocando o estado g, por g,;, € Vice-
versa. Portanto, essa nova MT ira sempre responder sim/nao para ~P. Logo,
~P é soluvel.

(O) P e ~P sao parcialmente soluveis. Sejam M1 e M2 as maquinas de Turing
que respondem “sim” para os problemas P e ~P, respectivamente. Podemos

entao construir uma nova MT M que simula (nao deterministicamente) M1 e
M2, ou seja:

M

| ML~
T

-

M2 [

Quando M1 para (isto €, responde “sim” para P), M para e responde “sim”.
Quando M2 para (isto €, responde “sim” para ~P), M para e responde “nao”.
Logo, M ira sempre responder sim/nao e, portanto, P é soluvel.
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* Corolario: O complemento do problema da parada de maquinas de Turing nao
e parcialmente soluvel (ou seja, nao existe um procedimento capaz de
responder “sim” ao problema: “*M nao para com entrada w?").

Principio da reducao

+ Sejam A e B dois problemas decisorios. Considere que € possivel modificar o
algoritmo que resolve o problema A para obter um algoritmo capaz de
resolver o problema B. Nesse caso, dizemos que o problema B reduz-se ao
problema A, ou seja, uma solucao para o problema A implica numa solugao
para o problema B (A = B).

¢ Quando um problema B reduz-se a um problema A e sabe-se que B é um
problema indecidivel, entao podemos concluir que o problema A é indecidivel
também:

((A=B)O(~B) )= (~A) “modus tolens”
+ Exemplo: “M para com entrada vazia (isto €, com a fita de entrada totalmente
branca)?” € um problema indecidivel.
Sejam: problema A: “M para com entrada vazia?”
problema B: “M para com entrada w?”
Considere, por absurdo, que o problema A é decidivel. Entao, existe um

algoritmo A que resolve o problema. Podemos entao construir uma maquina
de Turing M’ como:
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MI

colocar w
na fita

Nesse caso, teremos:

“Sim”, M’ para com entrada vazia = M para com
entrada w.

M, A)— A

“Nao”, M’ nao para com entrada vazia = M nao para
com entrada w.

Logo, se o algoritmo A existisse, o problema da parada de maquinas de
Turing seria decidivel. Como esse problema é sabidamente indecidivel, A nao
pode existir. Logo, o problema A € indecidivel.

+ Um outro problema importante € o problema da parada uniforme: M para
com qualquer entrada?”. Esse € um problema de grande importancia pois
corresponde ao problema: “O procedimento P é um algoritmo?”. Esse também
€ um problema indecidivel. Sejam:

A: "M para com qualquer entrada?”
B: "M para com entrada vazia?”

Vamos supor, por absurdo, que existe algoritmo A tal que:
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“Sim”, M para com qualquer entrada.

A\ 4

“Nao”, M nao para com qualquer entrada.

A\ 4

Podemos entao construir uma maquina M’ tal que:

Entao:

MI

apagar a
entrada da fita

M" —»

“Sim” M’ para com qualquer entrada = M para com

A\ 4

entrada vazia.

“Nao”, M’ nao para com qualquer entrada = M nao

Logo, A resolve o problema B. Absurdo, pois B € indecidivel. Portanto, A nao

A\ 4

para com entrada vazia.

existe e A é indecidivel.
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+ Muitos outros problemas de importancia pratica também sao indecidiveis.
Podemos, por exemplo, para as maquinas de Turing, considerar que, além de
poderem ser vistas como reconhecedoras de linguagens, sejam vistas como
calculadoras de fungdes de inteiros em inteiros, da seguinte maneira:

= O inteiro i > 0 pode ser representado pela cadeia 0

= Se uma fungao tem k argumentos iy, i, ..., iy, entao a fita de entrada
inicialmente pode ser: 011021...10k

= Se a MT para (num estado qualquer) com sua fita constituida apenas de
0™, para algum m, dizemos que a MT calcula a funcao f(iy,i5,...,i,)=m

»  se f(iy,iy,...,i,) for definida para todos os possiveis iy, i, ..., i, entao f é
uma funcao recursiva total. Uma fungao f(iy,i,,...,i,) calculada por uma MT
é denominada funcao recursiva parcial pois a MT pode nao parar para
algumas entradas. As fungoes recursivas totais sao calculadas por
maquinas de Turing que sempre param. Alguns exemplos de fungoes
recursivas totais sobre inteiros: n!, n; x n,, log,n.

+ Um problema pratico importante €: “M1 e M2 calculam a mesma funcao?”.

Esse problema também ¢€ indecidivel. Sejam:
A: “"M1 e M2 calculam a mesma funcao?”
B: “M para com qualquer entrada?”
Seja A um algoritmo que resolve o problema A, ou seja:
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\ 4

(M1,M2) —{ A

“Sim”, M1 e M2 calculam a mesma funcao.

\ 4

“Nao”, M1 e M2 nao calculam a mesma funcao.

Podemos entao construir as maquinas T1 e T2:

apaga a fita,

escreve 0 e para.

T1 12

Entao:

A\ 4

(T1,T2) — A

“Sim”, T1 e T2 calculam a mesma funcao - M para
com qualquer entrada.

“Nao”, T1 e T2 nao calculam a mesma fungao = M
nao para com qualquer entrada.

Logo, se existisse, A resolveria o problema da parada uniforme. Absurdo!
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Problema da Correspondéncia de Post (PCP)

+ Definicao: Sejam X = (X,...,x,) e Y = (Yi1,:--,Yn) duas listas de cadeias nao
nulas de um mesmo aIfabeto >.0 PCP e determlnar se existem ou nao indices
Iy, .y I, COM 1 < i < n tais que: X;;... Xy = Vig---Yike

. Evidentemente, se uma instancia do PCP tiver solugao, entao existirao infinitas
solucoes pois a sequencia de indices pode ser repetida um numero qualquer
de vezes para obter outras solucoes.

+ Exemplos:
X = (a, bba, aab)
Y = (ba, aaa, ba) Essa instancia, obviamente, nao tem solucao.
X = (bbb, abb)
Y = (bb, babbb) Para essa instancia (1,2,1) € uma solucao, pois:
bbbabbbbb =
bbbabbbbb

X = (ba, abb, bab)
Y = (bab, bb, abb) Essa instancia ndao tem solugao. Exercicio!
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+ Definicao: Sejam X = (Xy,...,X,) € Y = (y,...,¥,) duas listas de cadeias nao
nulas sobre 3. O problema da correspondéncia de Post modificado (PCPM) é
determinar se existem ou nao indices iy, ..., i, com 1 < i; < n tais que:

X1 Xi1++-Xik = Y1Yiz-+-Yik-

+ Lema: O PCPM é redutivel ao PCP, ou seja, dada uma instancia do PCPM
podemos efetivamente construir uma instancia do PCP que tem solucao se e
somente se a instancia do PCPM tiver solucao.

¢ Prova: Seja X = (Xy,+..,X), Y = (Yq,---,¥,) @ instancia do PCPM. Sejam # e $
dois novos simbolos (# 00 %, $ O %). Podemos definir as fungoes:

h, hg: 25 - (ZO{#})*
taisque:a 002, x 2T,

h(a) = #a h (xa) = h(x)h(a)
hr(a) = a# hr(xa) = hr(x)hg(a)
Exemplo:

h (abc) = h (ab)h (c) = h (a)h (b)h,(c) = #a#b#c
hg(abc) = hg(ab)hr(c) = hg(a)hg(b)hg(c) = a#b#c#
Essas funcoes tém as seguintes propriedades:
a) hy(xy) = h ()h.(y); he(xy) = hp(xX)hg(Y) Lxy O 27
b) #hr(x) = h (x)#
c) X=Y < h(x) =hyy) = he(x) = hy(y)
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Construir uma instancia do PCP que possui solucao se e somente se a
instancia original do PCPM tiver solugao, da seguinte maneira:

Z = (24 covy Zhyn), W = (Wy, ..., W,,>) ONde:
zy = #hp(X1) ; Ziyy = (%), 1=1, .., 052, =%
Wy = hi(y)) ;s Wi =h(y) , 1=1, .., 0 Wy = #$
Devemos provar, entao, que:
PCP com listas Z e W tem solucao = PCPM com listas X e Y tem solugao

(O) Seja 1, iy, ..., i, solucao do PCPM com listas X e Y. Logo:
X1 Xi1-- Xy = Y1Yi1---Yi- POrtanto, pela propriedade (b) temos:
#hr(X Xiq-- %) = h(y1Yii---Yi)# €, portanto:
#hg(X X1 X )$ = h (Y1Yig---Yi) #$
ou seja:
#hp(Xy) hp(Xip) .. hp(X) $ = hi(yy) h(yi) - hilyi) #9
N v J \ v J \ J LYJ \ v J \ v J \ v J \_Y_l
Z4 Zi1+1 Zike1 Zne2 W1 Wiryg Wik+1 Wn+2
Portanto:

Z1Zi1+1 - Lik+14n+2 = WiWits1---Wik+1Whni2
ou seja: (1, i;+1, ... i,+1, n+2) € solugao do PCP com listas Z e W.
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(=) Seja iy, ..., i, solucao do PCP com listas Z e W. Entao:
i, =1 pois (z;, w;) € 0 unico par de termos que comegam Com 0 mesmo
simbolo (#).
i, = n+2 pois (z,,,, W,,,) € 0 Unico par de termos que terminam com o
mesmo simbolo ($).
Seja j o menor inteiro tal que i; = n+2. Temos entao:
a) iy ..., i; € solugdo do PCP com listas Z e W
b) nao existe m, 1 <m <jtal que i, = n+2 (pela definicao de j)
c) naoexistem,2<m<jtalquei, =1

Validade de (a):

Se iy, ..., i nao for solugao, entao deve ser uma solugao parcial, ou seja:
Z;...2;1$ € prefixode wy..w;;#$ ou
Wii...W; #$ € prefixo de z;...2;,$

mas isso nao pode acontecer pois do contrario o simbolo $ deveria aparecer

no meio de uma das cadeias, o que € impossivel porque as Unicas cadeias que
contém o simbolo $ sao w,,, € z,,, € j € 0 menor inteiro tal que i; = n+2.

Validade de (c):

Vamos supor que existe m, 2 < m <j tal que i,, = 1. Entao, z;...z; pode ser
escrito na forma a##p, onde a# = z;...zy,; € #B = Z;,...Z;
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Nesse caso, z;;...z; # Wj;...W; (porque na cadeia wj;...W; é impossivel aparecer
#4#), 0 que € um absurdo p0|s iy, ..., Iy € solugao do PCI3 com listas Z e W.

Entao: z1 Z e Zppy = W; o Wp o e Wy
A S N ‘—v—’ — —
#hR(Xl) he(Xi2-1) - $ = h(ys) h(yip-) - #$
#hp(Xq) hp(Xip-1) -- R(XI(]-I)-l) = h (Y1) hu(Yiz-1) - hL(Yi(j—l)-l) o #
#hp(X1Xip-1.- Xi(-1)- 1) = hL(Y1Yi2-1---Yi(j-1)-1)#
X1Xi2-1-+-Xi5-1)-1 = Y1Yiz-1---YiG-1)1
(1, -1, ..., i;4-1) € solugao do PCPM com listas X e Y.

Uil

+ Lema: Se o PCPM fosse decidivel, entao o problema da parada de maquinas
de Turing seria decidivel.

+ Prova: SejaM = (Q, Z, T, §, q5, F) uma MT e #, um novo simbolo, # 0 Q,
# 032,

Seja a instancia do PCPM:
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Lista X ListaY
# #qowW# w [ X*
Grupo X X xOr-{b}
I # #
Grupo qx yp se 5(q,x) = (p,Y,-)
II zqx pzy se 5(q,x) = (p,y, )
q# yp# se (q,b) = (p,y,-)
zq# pzy# se 3(q,b) = (p,y, )
comx,y,zOr-{b}
Grupo xqy q
I11 xq# q# qOF
#qy #q
q## #

As cadeias do grupo II sao simulagoes de transicoes de M, onde as cadeias da

lista Y sao obtidas a partir das cadeias correspondentes da lista X, em uma

transicao.

A idéia das cadeias do grupo III € fazer a diferenca entre os comprimentos
das listas X e Y ir diminuindo passo a passo (até que elas se igualem),

acrescentando mais simbolos a lista X do que a lista Y.
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Seja a entrada W = Xy...X,, € S€ja qpX;... Xy, > ;43— ... > 0GB G O F
(i=0,1, ..., k-1), a sequéncia de configuracoes de M com entrada w. Vamos
mostrar que enquanto M nao alcanca um estado final nao é possivel conseguir
uma solucao para o PCPM com listas X e Y (pois a lista Y estara sempre maior
que a lista X).

Inicialmente (como para o PCPM, i; = 1) temos:

Lista X: &

Lista Y: #QoXq. X #

Seja (sem perda de generalidade) &(qo,X;) = (d;,Y1, — ). A Unica maneira de
fazer aparecer qgx; na lista X € usar uma cadeia do grupo II (em
correspondéncia devemos colocar y,q, ha lista Y). Para fazer aparecer x,...X,#

na lista X devemos usar cadeias do grupo I (que serao repetidas na lista Y).
ApOs esse passo teremos:

Lista X: #QoXq. X #
Lista Y: #QoXq Xy #Y101%50 X #
Esse processo ira se repetir enquanto utilizarmos cadeias dos grupos I e II

apenas, ou seja, enquanto M nao atinge um estado final a lista Y sera sempre
maior do que a lista X.

Considere agora que q, [ F. Nesse ponto teremos:
Lista X: #QoXy. X #Qq B # . HA Q1 By #
Lista Y: #QoXy. Xy #A1q1 B #. # A1y 1 By #0, Qi B #
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Seja a,q,B, = axq,yB. Entao:
Lista X: #QoXy. X #Qq B # . HA Q1 B #
Lista Y: #QoXy. Xy #A1qB #.. . # A1, 1 By #OXqYB#

Agora, como q, [ F, devemos usar cadeias do grupo III. Devemos colocar
axq,yp na lista X e aq,3 em Y. Logo:

Lista X: #q, ... #0XqyP#
Lista Y: #q, ... #0XqyB#aq,#

ou seja, a diferenca de tamanho entre as listas vai diminuindo. Logo, se M
atinge um estado final, podemos igualar as duas listas usando cadeias do
grupo III. Portanto:

M para com entrada w = o PCPM com listas X e Y tem solucao.

¢+ Teorema: O PCP nao ¢é decidivel.
* Prova: Consequéncia dos dois lemas anteriores.

Aplicacao do PCP
¢+ Sejam as listas X = (X4, ..., X,) € Y = (yq, ..., ¥i) sobre um alfabeto 2. Seja
A={ay, ..., a,ytalque An 2 = [.
SeJam as GLC Go=({Sp}, T, Pa, Sp) € Gg=({Sg}, T, Pg, Sg) tais que T=A 0 Z,
={ Sy - XSpa | Xa; ;ePg={Sg - ySgai | vai }, i =1, ..., k.
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Portanto: Ly = L(G) = { X1+ -X@im---@51 | M=1}
Lg = L(Gg) ={ Yit---Yim@im---@y [ M=1}
+ Teorema: O problema “uma GLC G € ambigiia?” € indecidivel.
¢+ Prova: Seja G = ({S, S5, Sg}, T, P, S) onde:
P={S -5 S,|Sg,Ss - XSpa; | Xa,, Sg - ySga; | ya, } comi=1, ..., k.
Entao: L(G) = L, O Lg
Portanto: G € ambiglia = o PCP com listas X e Y tem solugao.

+ Uma boa leitura:

Douglas Hofstadter
Godel, Escher, Bach - Um entrelacamento de génios brilhantes
Editora UnB, 2000
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