1.4 - Maquinas de Turing

¢+ Esquematicamente:

alal|B]|.. fita (memodria infinita)

-«— | —» Cabeca de leitura/escrita

controle
finito

+ Num movimento, dependendo do simbolo lido e do estado do controle finito, a
maquina de Turing:

s troca de estado
= escreve um simbolo na fita

= Mmove sua cabeca de leitura/escrita uma posicao para a direita ou uma
posicao para a esquerda ou a mantém na mesma posicao.

+ Definicao: Uma maquina de Turing simples € uma 6-tupla
M=(Q, %T,9, q, F), onde:

Q - conjunto finito nao vazio de estados

> - alfabeto de entrada

[ -alfabetodafita(Z0OrM BOT; BOZX)

do U Q - estado inicial

F O Q - conjunto de estados finais
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0:QxI - QxIx{ —, !, - }-funcao de transicao
(5(qg, a) éindefinidaseqOF, DJadrl)

+ Definicao: Uma configuragao de M = (Q, Z, T, 9, q,, F) € um par (q, a[alB)
ondeqUQ; a,BOTr*; alTr, eossimbolos [ ] indicam a posicao da cabeca
de leitura/escrita.

» Definicao: Transicoes da maquina de Turing:
a) sed(q, a) = (p, b, 1) entao (q, a[alB) — (p, a[b]B)
b) se &(q, a) = (p, b, ~) e B =cp entao (q, a[a]B) — (p, ab[c]p)
c) sed(q,a)=(p, b, ~)ea=acentdo (q, a[alp) — (p, alc]bp)
ondep,qlQ;a, B, o', Or* a b, cOT.

+ Definicao: Uma configuracao (g, a[a]B) € terminal se &g, a) € indefinida.

Se q O F, a configuracao terminal € uma configuracao final.

+ Definicao: O processamento da maquinaM = (Q, Z, I, J, q,, F) com entrada
W = C;...C, € uma sequéncia de configuragdes: (q,, ao[aylBo), (as, o4[a;1By), ...
tal que:

a) (9o, Ap[aplBo) = (Ao, [C1]--.Cr)

b) (ai, oi[aB) = (Qivys Aipi[@is11Bis1)

c) se a sequéncia for finita, entdao a ultima configuracao € terminal
onde:q;, 3 0r*(=0,1,..); ¢...c, 0 Z*; a5, ay, ... OT
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* Definicao: Sejaw O>X*comw =aw’,alZ.SejaB O compB=>bp,b0OT.
A linguagem aceita por M (ou processamento aceitavel) é definida por:
L(M) = {w O Z* | (qo, [a]W) —* (q, [b]B") comq U F }

+ Exemplo: Maquina de Turing que aceitaL={0"10" | n=>0}
M= ({qo, ---» 96}, {0, 1}, {0, 1, B}, 9, qy, {ds} ) com b dada por:

3qe, 0) = (q,, B, —») | apaga o 0 mais a esquerda

Xqe, 1) = (g5, 1, - ) | ndo existe mais 0 a esquerda

o(q4, 0) = (q4, 0, -) | avanca na esperanca de encontrar um 1
dq,, 1) = (q,, 1, ) | foi encontrado 1; apagar o 0 mais a direita
3(q,, 0) = (q,, 0, ») | avanca para o simbolo mais a direita

3(q, b) = (g3, B, )
(qs, 0) = (q4, B, <) | apaga o 0 mais a direita

(a4, 0) = (q4, 0, ) | volta para o simbolo mais a esquerda
Mqs 1) =(qs 1, )
3(q4, b) = (qos B, -)
d(qs, b) = (ge, B, 1) | aceita a cadeia
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» Definicao: Seja L uma linguagem. L € linguagem recursivamente enumeravel
se L = L(M) para alguma maquina de Turing M.

Técnicas para construcao de maquinas de Turing simples (MTS)

1. Fita com varias trilhas
Pode-se imaginar que a fita da MTS é constituida por k trilhas, para algum

inteiro k. Isso € equivamente a imaginar que os simbolos que aparecem na
fita sao k-tuplas, com um componente colocado em cada trilha.

Exemplo: Maquina de Turing que calcula n-m, onde n € m sao inteiros escritos
em binario e n = m.

Podemos imaginar uma MT com uma fita de 3 trilhas, onde n é colocado na
trilha 1 e m, na trilha 2. A trilha 3 esta inicialmente em branco. Ao final, a
trilha 3 ira conter o resultado n-m e as outras duas trilhas estarao em branco.
Por exemplo, sejan =12 (1100) e m = 5 (101):

) _ 1(1/0]0 trilha 1
configuracao ]
inicial 0o|1 trilha 2
trilha 3
|
cabeca

leitura/escrita
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configuragao

inicial

cabeca leitura/escrita

1 0 trilha 1
0|1 trilha 2
trilha 3

¢ Entdo: M = ({qo, a1}, {0, 1}, {0, 1, B}, &, qo, {qo} ) com & dada por:

(00B)

(01B)

(10B)

(11B)

(0BB)

(1BB)

qo

dor BBO, -

q,, BB1, ~

do, BB1, —~

dor BBO, -

dor BBO, -

do, BB1, —~

ql

di1/ BB]‘I -

q,, BBO, —

dor BBO, -

di1/ BB]‘I -

d1/ BB]‘I -

dor BBO, -

+ Para a configuracao acima teremos:

(90, (1BB)(11B)(00B)[(01B)]) - (q,, (1BB)(11B)[(00B)](BB1)) -
(q;, (1BB)[(11B)](BB1)(BB1)) — (q,, [(1BB)](BB1)(BB1)(BB1)) -
(90, [ 1(BBO)(BB1)(BB1)(BB1))
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2. Subrotinas

Pode-se considerar, sob determinadas condicdes, que uma maquina de Turing
M, € uma subrotina de outra maquina de Turing M,. A idéia € a seguinte: Para
“chamar” M, a maquina M, entra no estado inicial de M,. Quando M, entra
num estado final (estado de “retorno”), M, “recupera o controle”.

Exemplo: Maquina de Turing para calcular n+m, onde n e m sao inteiros
escritos em binario. Sejam n e m do mesmo tamanho (se os tamanhos forem
diferentes € sempre possivel acrescentar zeros a esquerda do menor). Por
exemplo, sejan = 1100 e m = 0101.

configuracao
in%cialg $ $/1|/1|0(/0|X|0|1|0]|1

—_—

Seja o seguinte algoritmo: %

a) sem =0, entdao n € a soma;
b) m = m-1; n = n+1; voltar para (a).

Subrotina subtrai-um: Subrotina soma-um: t,s - estados iniciais
5t.0) = (t.1 O) 5(s.0) = (r A 5) r,,I, - estados de retorno
o(t,1) = (r 1,0, «) o(s,1) = (s,0, <)

5(t,X) = FIM §s.8) = 1 =)
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configuraao s[s[1]1]oo[x[o[1]01]&

Logo, o programa da maquina de Turing sera: Iq
og,&) =( & ) chama a subrotina subtrai-um
o(ry@) =(ry,a, <), seazX prepara-se para chamar soma-um
o(ry@) =(s,a, ~),sea=X chama soma-um
o(rya)=(rya -),seaz & prepara-se para voltar
rya)=(q,a, i), sea=& volta ao inicio

3. Memoria em estados

Pode-se imaginar que os estados do controle finito armazenam uma
quantidade finita de informacao. Isso pode ajudar na compreensao do
programa da maquina de Turing.

Exemplo: Maquina de Turing para deslocar a cadeia de entrada, uma posicao
para a direita.

configuragao inicial 1/1/0|1|#

- O

configuracgao final oO|1|1|0|1 |#
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configuragao inicial 0 101 |#
t
configuracgao final oO|1|1|0|1 |#
t
O programa para essa maquina pode ser:
6([q]l X) = ([qx]l BI _’) X L] { OI 1 }
o([ax], y) = ([ay], X, ) yo{0,1,#}
Maquina de Turing com varias fitas
fita k
fita 2
b /
\ fita 1
W k cabecas
controle | leitura/escrita
finito
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+ Num unico movimento, a maquina de Turing com k-fitas, dependendo do
estado do controle finito e dos k simbolos lidos pelas cabecas de
leitura/escrita:

= troca de estado
= escreve um novo simbolo em cada uma das posi¢coes das cabecas

= move cada uma das cabecas, independentemente, uma posi¢ao para a
direita ou uma posicao para a esquerda ou a mantem estacionaria.

*+ Teorema: Seja L uma linguagem. Se L € aceita por uma maquina de Turing
com k-fitas, entao existe uma maquina de Turing simples M tal que L = L(M).

+ Prova: Seja M, a maquina de Turing com k-fitas que aceita L. Construir a
maquina de Turing simples M com uma fita de 2k trilhas. Cada fita de M, ira
corresponder a um par de trilhas em M: uma das trilhas armazena o contetdo
da fita de M, e a outra trilha é deixada toda em branco exceto por um
marcador que armazena a posicao da cabeca correspondente de M,.

Exemplo:

!
0|1/1(0|1 fita 2 o|11110/|1 fita com
Pl ! 4 trilhas
1/1]/0[/0]0 fita 1
v 1/1]0|0|0
controle controle
finito finito
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+ Um movimento de M, é simulado por M da seguinte maneira (considere que a
cabega de leitura/escrita de M ao iniciar a simulagao de um movimento de M,
encontra-se sobre o simbolo mais a esquerda de sua fita):

a) M desloca sua cabeca para a direita até encontrar os k marcadores ..
Desse modo, M descobre os k simbolos lidos por M, neste passo e o0s
armazena em estado.

b) uma vez descobertos esses simbolos, M desloca a cabeca para a esquerda
escrevendo os simbolos que M, escreveria nesse passo, nas posigoes
correspondentes.

c) deslocando sua cabeca para a direita, M atualiza os marcadores | que
correspondem as cabegas de M, que se deslocam para a direita neste
passo.

d) finalmente, deslocando sua cabeca para a esquerda, M atualiza os
marcadores | que correspondem as cabecas de M, que se deslocam para
a esquerda neste passo, posicionando também sua cabeca para simular o
proximo passo de M, e refletindo no estado do controle finito a mudanca
de estado de M,.

+ Exemplo: MT que aceita a linguagem L = { wwR | w O (0+1)* }

Podemos construir facilmente um reconhecedor para L, considerando-se uma

MT com 2 fitas: (a) a entrada é colocada em ambas as fitas; (b) as duas fitas

sao lidas em sentidos contrarios; (c) o comprimento da entrada é verificado

ser par.
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+ Seja, por exemplo, w = 110011 O L.

110 l0l1 1 fita 1 Esta maquina pode ser definida por:
controle finito Xy, a,8) =(gy, 3, -, 3, <)
6(qll a/ a) = (qOI al -7 a/ ‘—)
1(1]o]o]1]1 fita 2 3(qo, b, b) = aceita

¢ Para simular essa MT podemos construir uma MTS com uma fita de 4 trilhas:

1111001 |1

controle finito
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¢+ Seja a MTS definida por M = (Q, 2, T, 9, q,, F) onde:
Q = { qu q]_l qZI q3l [O]I [1]1 [2]1 [3] }I Z = { 0/ 1}1 F = { qO }

[ = conjunto de quadruplas do tipo (m,a;m,a,); m;,m, O {

b aya 02

(o simbolo [ ] representa uma célula em branco)
e ddada por (considereque x,y O Z; BO{[ ] ¢ }):

1 5(qOI (DXDV)) = (qOI (Dny)l —’)
&(qo, (1 x[_Iy)) = ([x], (1 x[Iy), -)
&([x], ((Cpd_y)) = (Ix1, ((Ixly), -)
&([x], (Lly!x)) = (qs, (Clyix), ¢)

2 |o(qy,0)=(qy,0 <) az(CTITT)
5(qll (D:I:I:')) = (qZI (D:I:I:I)I —’)

3 | &(ay (CIxBy)) = (ax (LIxBy), -)
&(ay, (1 xy)) = ([2], (CIxCly), -)
&([2], ((IxBy)) = (az (+xBy), -)
5(qZI (D:I:I:')) = (q3l (D:I:I:I)I ‘—)

4 5(c|3! (DXDV)) = (q3l (Dny)l ‘—)
&(qs, (Bxty)) = ([31, (Bx[_ly), )
5([311 (DXDV)) = (q3l (DXlY)I ‘—)
5(c|3! (D:I:I:')) = (qOI (D:I:I:I)I —’)
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¢+ Sejaw =11

(Qo, [(LIL DT (LA11)) = ([1], (V1L [ 1))
= (qy, (V11 [ 1)]) -2 (g, [ 11T (1 1))
= (2], (LA [ 1)D = (a, (CRL) G 1el) [D)
= (a3, (LALR) [G1e1)]) = (31, [T (L1 ]1))
= (a3, [1(L111) (1)) - (qo, [(L111)] (L1 11))

» Nesse caso, como nao existe transicao definida para esta configuracao e
qo O F, entdow = 11 0 L.

¢+ Sejaw =101
(qOI [(l 1

= (qy, (L1

1)] (LJOL_]0) (

1) (LIOL0) [ 1)]) -

= ([2], (

1

1) [(LIOL_10)] (

= (q3l (

1

111)]) >

1) (10]0) [(

111)) = (g, (LN

111)) =2 ([1], (1

1) (

0L_10) [(

1:1)])

4 (qZI [(l 1

1] (

0L_10) (

111))

(131, (LA

1) (+0[10) [(
1) [(+0[10)] (

111)])

1L 1))

» Nesse caso, como nao existe transicao definida para esta configuracao e
[3] 0 F, entaow = 101 O L.
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Tese de Church-Turing
“Qualquer procedimento efetivo pode ser realizado por uma maquina de Turing”

+ A nocao de procedimento efetivo € informal e assim, a tese de Church-Turing
afirma a equivalencia entre um conceito informal e um conceito formal, nao
sendo portanto passivel de demosntracao.

» Existe, entretanto, consideravel evidéncia que sustenta essa proposicao. Por
exemplo: diversas tentativas ja foram feitas para definir e caracterizar a classe
dos procedimentos efetivos, incluindo:

a maquina de Turing, Para mais detalhes sobre a tese de

as funcoes recursivas gerais, Church-Turing e os varios formalismos
o A-calculo de Church propostos para caracterizar a classe
4

_ B de fungdes computaveis, ver:
0s sistemas de produgao de Post, JONES, N.D. “Computability theory -

o algoritmo de Markov, An introduction”

os predicados de Smullyan,
as funcoes p-recursivas de Godel, Herbrand e Kleene

Ja foi mostrado, sem excecao, que essas formulacoes, apesar de pouco
similares, sao equivalentes duas a duas.

» O fato de tal variedade de formulagdes definir a mesma classe de fungoes
computaveis € uma evidencia muito forte para a generalidade de qualquer
uma delas.

ELFS, 2008

127



Maquinas de Turing

Maquina de Turing nao-deterministica
+ Definicao: Uma MTND €é uma 6-tuplaM =(Q, %, T, §,q,, F)onde Q, , T, g, €
F sao definidos comonocasodaMTSed:QxIN - PQxT x{ «, !, - })
tal que: (g, a[alB) = (p, a[b]B) = (p, b, ) U &(q, a)
(g, a[a]eP) — (p, ab[c]B) = (p, b, -) 0 &g, a)
(g, ac[a]B) — (p, alc]bB) = (p, b, ~) 0 &g, a)
ondep,qlQ; a,BOr*; a,b,cOT.

Além disso, se &(q, a) = O entao (g, a[a]B) € configuracao terminal. Se g O F
entao a configuracao terminal € configuracao final.

+ Teorema: Se L € uma linguagem reconhecida por uma MTND M, entao existe
uma MTS M’ tal que L = L(M").

* Prova: Seja C uma lista de configuracdes da MTND M. Para uma entrada w
qualquer, a maquina M’ simula M da seguinte maneira:

a) fazer C = ((qy, [a]w’) ), onde q, € o estado inicial de M e w = aw".
b) enquanto C nao contém uma configuracao final, fazer:
i. para toda configuracao c O C, substitui-la por todas as configuracoes
¢’ tais que c M ',
i. se nao existe ¢’ tal que c =M ¢’, entao retirar ¢ de C.
i. se C =0, entao parar rejeitando w.
c) parar aceitando w.
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+ Obviamente, se w O L(M) entao C ira conter uma configuracao final e
portanto w 0 L(M") . Contudo, se w OO L(M), M pode nao parar, 0 mesmo
acontecendo com M’

Maquina de Turing Universal

+ Seja uma maquina de TuringM; = (Q, Z, T, 5, qy F) talqueQ={1, ..., n},
>={0,1}yel ={B, 0,1} M, pode ser completamente especificada por

uma tabela.
¢+ Exemplo: B 0 1
1 - - (2,0, )
2 | (3,1,-)| @31 <) (21 -)
3 (40 -)|@40-)]|@G31 <)
4 - - -

+ Uma tabela como essa, entretanto, pode ser codificada da seguinte maneira:
= 0s estados podem ser codificados como 1, 11, 111, ...

= para cada estado pode-se construir um bloco (correspondente a uma
linha da tabela) dividido em 3 sub-blocos (correspondente as colunas da
tabela, ou seja, aos simbolos b, 0 e 1).
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Codificacao de um sub-bloco:

e sed(i,a)=(G,x, dondedO{ —, |, - }, entao o sub-bloco sera codificado
Ccomo:

$1 ... 1dx

j vezes
+ se d(i, a) = O, entdo sua codificacao sera: $0
+ Notar que os sub-blocos podem ser separados por $; os blocos podem ser
separados por $$ e a codificacao toda pode ser delimitada por $$$.
+ Exemplo: a codificacao da maquina de Turing especificada pela tabela:

B 0 1

- - (2,0, -)
31, -)(G1 )| (21, -)
(4,0,-)((40 -)| (31, -)
4 - - -

WIN| =

sera:
$$$0$0$11 - 0$$111 ~1$111 -~ 1$11 -1$$1111 -0%$1111 -0%$111 - 1$$0$0$0%$%$$

+ Uma maquina de Turing universal (MTU) € uma maquina de Turing que
quando apresentada a uma codificacao de uma maquina de Turing M e a uma

cadeia w, simula o comportamento de M com entrada w.
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Intuitivamente (em termos de linguagem de programacao):
Podemos imaginar uma codificacao para a MT como:

¢+ existem 3 matrizes NOVOESTADO, ESCREVE e MOVIMENTO para armazenar
as informacoes da tabela que especifica uma MT qualquer.

e sed(i,a)=(,x,donded={-1,0,1}, entao:
NOVOESTADQ[i, a] =j
ESCREVE[i, a] = x
MOVIMENTOQ[i, a] = d

* com essa codificacao, o programa para a MTU pode ser:

estado :=1;
cabeca = 1;
simbolo := fita[cabeca];
while transicao_definida do
begin
estado := novoestado[estado,simbolo];
fita[cabeca] := escreve[estado,simbolo];
cabeca := cabeca + movimento[estado,simbolo];
end;
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+ Mais formalmente: Usando a codificagao com simbolos $,0, 1, —, ¢, -, B
podemos definir a MTU como:

a) a MTU tem uma fita com 2 trilhas;

b) a trilha de baixo ira usar os simbolos $, 0, 1, —, |, —, b e sera usada
para armazenar a codificacao de uma MT M qualquer e também para
armazenar a codificacao de uma entrada qualquer de (0+1)*;

c) a trilha de cima ira usar os simbolos | e B. O simbolo | sera usado para
armazenar o estado atual e a posicao da cabeca de M.

Inicialmente:

$|9%$|9$ |blocoestado 1 blocoestadon | $ ([$ |$|0|1 |1

A 4
A

< codificacao da maquina M

entrada
Funcionamento da MTU:

1) a MTU movimenta sua cabeca para a direita até encontrar o simbolo | sobre
um simbolo x da entrada, armazenando-o em seu controle finito. A MTU
movimenta entao sua cabeca para a esquerda até encontrar o simbolo | que
armazena o estado de M. A MTU entao apaga esse simbolo e movimenta sua
cabeca para a direita para o sub-bloco correspondente a x e escreve | sobre
o primeiro simbolo desse sub-bloco (que deve ser 1; do contrario a MTU para,

pois nao existe proximo movimento de M). Seja m; esse ultimo marcador.
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2) a MTU movimenta agora sua cabeca para a esquerda até encontrar $$$,
marcando com | 0 $ mais a direita. Seja m, esse nhovo marcador.

3) a MTU movimenta entao sua cabeca para a direita até encontrar o marcador
m, e chama uma subrotina que move, alternadamente, m,, uma posicao para
a direita e m,, um bloco para a direita. Quando m, apontar para um simbolo
diferente de 1, m, estara localizado sobre o $ imediatamente anterior ao
bloco correspondente ao proximo estado de M. Nesse ponto, a MTU apaga m,
e armazena em seu controle finito o simbolo que M ira escrever e o sentido do
movimento da cabeca de M. Em seguida, a MTU movimenta sua cabeca para
a direita até encontrar o marcador | sobre a entrada. O simbolo sob esse
marcador € entao trocado e | € movimentado segundo o sentido
armazenado. Neste ponto a MTU simulou um movimento de M. Em sequida, o
processo € repetido.

+ Se M para com entrada w qualquer, a MTU ira parar também e a parte da fita
que inicialmente contém w, ao final, vai estar como a fita de M. Quando M
para, @ MTU pode descobrir se M esta num estado final ou nao, indo para seu
estado final ou nao, conforme o caso.

+ Se M nao parar, entao a MTU também nao vai parar.
+ Portanto, a MTU simula M.
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O problema da parada de maquinas de Turing

“Seja uma MT M e uma entrada w qualquer. M para com entrada w?”

+ Vamos mostrar que esse problema € indecidivel, ou seja, que nao existe um
algoritmo que responda “sim” ou “nao” para todo par (M, w) (note que isso
nao significa que nao se pode determinar se uma maquina de Turing
especifica sob uma entrada especifica ira parar ou nao).

Enumeracao de maquinas de Turing

+ Como mostramos anteriormente, uma MT pode ser codificada como uma
cadeiade Q*, onde Q ={4%$,0,1, —, {, - }. Podemos escolher uma
ordenacao dos simbolos de Q e entao enumerar as cadeias de Q*.
Considerando que cada uma dessas cadeias € a codificacao de uma MT
(eventualmente existirao cadeias mal formadas e que podem ser consideradas
como codificacoes de MT que param com zero movimentos), faz sentido falar
na i-ésima maquina de Turing T; (i > 0).

+ Da mesma maneira as cadeias de {0, 1}* podem ser ordenadas (por
exemplo: A, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, ...) e portanto, também faz sentido
falar da j-ésima cadeia de {0, 1}*.
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+ Seja, entao, a linguagem: L = { x, 0 (0+1)* | x, ndo é aceita por T, } (i > 0)

+ Vamos mostrar que nao existe MT que aceita L.
Vamos supor, por absurdo, que T; (j > 0) € uma MT que aceita L.
Entao: x; 0L < X; ndo € aceita por T;
Mas, se T; aceita L, entao: )
x; 0L « x; € aceita por T, CONTRADICAO!
Portanto, nao existe uma MT que aceita L.

+ Teorema: Nao existe um algoritmo (ou seja, uma MT que sempre para) que
resolve o problema da parada de maquinas de Turing.

+ Prova (informal):

Considere, por absurdo, que existe um algoritmo A que determina se uma MT

qualquer, com entrada w, vai parar ou nao.

Seja M uma maquina de Turing. Temos entao:

1) Dada uma sentenca x, M enumera as sentencas de {0, 1}* até encontrar
um inteiro i tal que x = x;.

2) Em seguida, M gera a codificagao da maquina M,, por enumeragao das
cadeiasde{$,0,1, —, |, - }*

3) Aplicar o algoritmo A para determinar se M, com entrada x; para ou nao.
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+ Se A determina que M, nao para com entrada x,, entao M para e aceita x;;

+ Se A determina que M, para com entrada x;, entao transferir o controle para
uma MTU que simula M, com entrada x.. Como M, vai parar, a MTU para e
determina se M, aceita x; ou nao:

= Se M, aceitar x;,, entao M para e nao aceita x.
= Se M, nao aceita x,, entao M para e aceita x.

Portanto, M aceita L, o que € um ABSURDO!
Logo, o algoritmo A nao existe.

Linguagens recursivas e linguagens recursivamente enumeraveis

+ SejaM=(Q,zT,9 qy F) uma MT. Sejam A(M), o conjunto das cadeias
aceitas por M, e R(M), o conjunto das cadeias rejeitadas por M, definidos
como:

AM) ={x02z* | (qy [X]) =»* (q, [a]); g O F}

R(M) = {x0OZ* | (qq [x]) »* (g, a[a]B) comq O F e &q,a)=10}
Podemos definir também:

C(M) = =* - (A(M) O R(M) )
ou seja, o conjunto das cadeias de >* que levam M a nao parar.
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+ Definicao: L € recursiva < existe maquina de Turing M tal que A(M) = L e
R(M) = =* - L (ou seja, M sempre para).

+ Definicao: L € recursivamente enumeravel - existe maquina de Turing M tal
que A(M) = L (ou seja, se x O L, a maquina M com entrada x pode nao
parar).

+ Lema: Se L € uma linguagem recursiva, entao ~L = >* - L € recursiva.
+ Prova:
L é recursiva. SejaM = (Q, Z, T, 9, q,, F) tal que A(M) =L eR(M) = ~L.
Construir M'= (Q O {q}, £, I, &, gy, {q}) onde g € um novo estado e &' €
dada por:
a) sed(p,a)=(p,x d)entao d(p, a) = (p’, x, d)
comp,p’0Q; a,x0Or; dO{ —, ¢, -}
b) sed(p,a)=0,compOF, entao d(p, a) =(q, a, |)
c) 0(q,a)=0,0a0T
Logo:
AM) =R(M) =2*-L =~L
RMM)=AM)=L=2*-n~L
Portanto, ~L € recursiva.
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+ Lema: Seja Xy, X,, ... uma enumeragao das cadeias de Z* e T,, T, ... uma
enumeragao das maquinas de Turing sobre 2. Seja L = { x. O =* | x; O A(T)}.
Entao:

a) L é recursivamente enumeravel
b) ~L nao é recursivamente enumeravel
+ Prova: Exercicio!

+ Teorema: A classe das linguagens recursivas € um subconjunto préprio da
classe das linguagens recursivamente enumeraveis.

+ Prova: Consequéncia dos lemas anteriores.
Maquinas de Turing e gramaticas tipo-0

+ Proposicao: A linguagem L é reconhecida por uma MT - L é gerada por uma
gramatica tipo-O0.

O teorema a seguir estabelece metade da prova dessa proposicao.

+ Teorema: Se L € gerada por uma gramatica tipo-0, entao L é reconhecida por
uma MT.

+ Prova: Seja G = (N, 2, P, S) uma gramatica tipo-0 tal que L = L(G).
Construir uma MTM = (Q, %, T, 9§, q,, F) tal que:
Fr=NOXZ0O{B, #, X}ondeB, #, XONO X
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Inicialmente M tem uma entrada w [0 >* na fita. M entao insere # antes de w
e #S# depois. Logo, o conteudo da fita apos esse passo sera:

# w #|S | #

Em seguida, M ira (nao deterministicamente) simular derivacoes de G
comecando com S, substituindo os simbolos que aparecerem entre os dois
ultimos # usando todas as possiveis producoes de P.

Seja #wW#AA,...A # o conteudo da fita de M num dado passo. M movimenta
sua cabega por AA,...A,, escolhendo nao-deterministicamente todas as
possiveis subcadeias A....A., ., que sao lados esquerdos de producdes de P,
substituindo essas subcadeias pelos correspondentes lados direitos das
produgdes (nessa substituicao M pode deslocar A, ., ;..-A# para a esquerda
ou para a direita a fim de preencher ou conseguir espaco, caso o lado direito
da producao usada tiver comprimento diferente do lado esquerdo dessa
producao).

Com essa simulacao de derivacoes de G, M ira escrever uma cadeia #w#a#
na sua fita, exatamente se S =* a. Caso a = w (M pode comparar as cadeias
W e a a cada passo para testar essa condicao), M aceita w.

Assim, se S =* w entao M aceita w.
Logo: se L = L(G) entao L = A(M).

ELFS, 2008 139



Maquinas de Turing

+ Exemplo: Seja G = ({A, B}, {0, 1}, P, A) com P dado por:
A - BO A0 - Bl A-D0O

Considere duas subrotinas para deslocamento da cadeia da fita uma posicao
para a direita e uma posicao para a esquerda, com estados inicial e de
retorno, respectivamente, [di], [df] e [ei], [ef].

Um trecho do programa da MT que corresponde as acdes que devem sem
tomadas quando é encontrada uma subcadeia A (isto €, quando se tem

#w#...A...# na fita) € dado por:
}

(qZI AI _’)l

6([df]l Y) = (q4l BI _’) 6(C|2, 0) = (qSI 1/ ‘_)

6(qll A) = ([dl]l YI _’)l
correspondea A - 0

6(q4l X) = (q3l OI ‘_) 6(C|5, A) = (q3l BI ‘_)

T

corresponde a A _. BO corresponde a AO - Bl

onde ¢ utilizado um simbolo adicional Y para indicar chamadas a subrotinas (a
subrotina desloca_para_direita utiliza um simbolo adicional X para marcar o
espaco criado).
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