1.2 - Automatos Finitos e Linguagens Regulares

+ Definicao: Um autdmato de estados finitos € uma quintupla A = (Q, Z, 5, q,, F)

onde:

Q - conjunto finito nao vazio (estados)

> - alfabeto (de entrada); = n Q = O

do J Q (estado inicial)

F O Q (conjunto de estados finais)

d:Q x X - Q (funcao de transicao de estados)

Simbolicamente:

als

d

d;

d,

fita de entrada

| —» cabeca de leitura

controle
finito

dqg,a) =q autdbmato estando no estado g e lendo o simbolo a na fita de
entrada, move a cabeca leitora uma posicao para a direita e vai
para o estado g

ELFS, 2008
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Automatos Finitos e Linguagens Regulares

+ Funcao b estendida: &6:Q xX* - Q

o(q,A\) =q
o(g,xa) = 8(d(g,x),a) x0Oz*,alx

3(qg,x) =g’ autdbmato estando no estado g e lendo o simbolo mais a

esquerda de x, vai estar no estado g’ apos todos os simbolos de
X terem sido lidos.

+ Definicao: Sejam A um autdmato finito e x 0 Z*. A cadeia x é aceita por A se
&(qq,x) O F.

+ Definicao: Seja A um automato finito. A linguagem reconhecida por A é€:
L(A) = {x O Z* | &(qox) U F}

Exemplo:
0 0

3@ 1 > (diagrama de estados)
do /< . d:

A= ({qOIql}l {011}1 6/ Jor {ql})

4

L(A) = { x O =* | x contém numero impar de 1's }
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Relacoes de Equivaléncia e Automatos Finitos

+ Definicao: Uma relacao binaria R sobre um conjunto S &€ um conjunto de pares
de elementos de S.

+ Notacao: se (a,b) OR entao aRb

+ Definicao: Uma relacao binaria R sobre S € uma relacao de equivaléncia se:
a) Réreflexiva(sRs, 0s0OS)
b) R ésimétrica(s,t0S,sRt=tRs)
c) Rétransitiva(s,t,udS,sRt, tRu= sRu)

+ Teorema: Se R € uma relacao de equivaléncia sobre S entao € possivel dividir
S em k subconjuntos distintos (k = 1) chamados classes de equivaléncia tais
que aR b = ae b pertencem ao mesmo subconjunto (em outras palavras:
uma relacao de equivaléncia R sobre S induz uma particao de S).

+ Prova: Seja[x] ={y | xRy }. Oteorema garante que, para 0 a,b O S:
a) [a] =[b], ou
b) [a] n [b] = 0O
Vamos admitir, por absurdo, que isto nao vale. Temos entao:

c O [a] —aRc

c O [b] — b R ¢ = (simetria) c R b = (transitividade) a R b )

d O [b] = b R d = (transividade) a R d = d 00 [a]. CONTRADICAQ!
d O [a]
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Relacoes de Equivaléncia e Automatos Finitos

2

Exemplo: R sobre N = {1,2,3,...} talque i Rj = | i-j | é divisivel por 3.
Classes de equivaléncia: ¢,=4{1,47 ..}
,={2528, ..}
3=4{3609 ..}

+ Definicao: O indice de uma relagao de equivaléncia R, representado por i(R), é
0 numero de classes de equivalencia de R.

+ Definicao: Sejam R, e R,, relagdes de equivaléncia. R, refina R, se R; O R,
(isto €, xR, y = X R, y).

+ Exemplo: R; e R, sobre N = {1,2,3,...} tais que:
iR;j = | i-j | édivisivel por 6
iR,j = | i-j | édivisivel por 3

Classes de equivalénciade R;: ¢; ={1,7,13, ...} XR;y=XR,y
C2 = { 2, 8, 14, ven }
c;=4{3915 ...} R, refina R,

¢, ={4, 10, 16, ... }
= {5, 11,17, ... }
C6 = { 6, 12, 18, . }

Exercicio: Mostrar que se R; refina R, entao i(R,) = i(R,).
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Relacoes de Equivaléncia e Automatos Finitos

+ Definicao: Seja R uma relagao de equivaléncia sobre *. R é uma relacao de
congruéncia a direita se x Ry = (0z O =*) xz R yz.

+ Exemplo: Seja R sobre >* definida por: x Ry < &(qy,X) = &(qy,Y)
Exercicio: Mostrar que R € uma relacao de equivaléncia.
Vamos mostrar que R é uma relacao de congruéncia a direita.
X Ry = 0(qq,X) = &(do,Y) =g’
Mas, para Oz [ 2*: 8(qg,xz) = 8(3(do,X),2) = &(q’,2) = &(d(do,Y),2) = 8(do,YZ)-
(intuitivamente: a relacao R € a resposta do automato a cadeia).

+ Definicao: Sejam R, relacao de equivaléncia sobre >*, e L O ¥*, R refina L se:
XRy= (xOL < yOL). Em outras palavras: se R refina L, L é a uniao de
algumas (ou todas) as classes de equivaléncia de R.

+ Definicao: Seja L O =*. A relacao R, € definida por:
XR Yy (0zOZ*)(xzOL < yzOL).

ELFS, 2008
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Relacoes de Equivaléncia e Automatos Finitos

L 2

Teorema:
a) R, € uma relagao de congruéncia a direita
b) R, refina L
c) se R é uma relacao de congruéncia a direita que refina L entao R O R,.

Em outras palavras, R, € a menor (menos classes de equivaléncia) relacao de
congruencia a direita que refina L.

« Prova: Exercicio!

+ Teorema (de Nerode): Seja L O X*. Sao equivalentes:
a) L éregular.
b) Existe uma relacao de congruéncia a direita R sobre >* que refina L e de
indice finito.
c) i(R)) é finito.
+ Prova:
(@) = (b). L é regular = Existe autdbmato finito A = (Q, Z, d, q,, F) tal que L =
L(A) (isso sera mostrado num teorema mais a frente). Seja R uma relacao
definida por: X Ry = 8(qq,x) = 8(qo,Y). Como vimos, R € relagao de
congruéncia a direita e (obviamente!) refina L. Se x e y estao na mesma classe
de equivaléncia (x R y) entao &(qy,x) = 8(q,,y). Como o autdmato tem um
numero finito de estados, i(R) < #Q. Logo i(R) é finito.
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Relacoes de Equivaléncia e Automatos Finitos

(b) = (c). Pelo teorema anterior, R O R,. Logo: i(R) = i(R,). Como i(R) & finito,
i(R)) é finito.

(c) = (a). Devemos construir autdomato finito A = (Q, Z, 9, q,, F) tal que L =
L(A). Seja [x] a classe de equivaléncia de R, que contém x I =*. Entao:

Q={[x][xOZ*}

do = [A]

F={[x]|xOL}

)[x],a) =[xa] ; xOX*,ad X (notar que, como R, é relacao de
congruéncia a direita, so existe uma classe que contém xa, x 0 =*, a 0 Z, ou
seja, a definicao de d é consistente).

Temos entao: 8(qy,X) = o([A],x) = [AX] = [X].

Portanto: x O L(A) = [x] OF = x O L. Logo: L = L(A).

+ O teorema de Nerode € muito util para provar que certas classes de
linguagens nao sao regulares.

+ Exemplo: L={ab|j=i=07}. SejaR, arelacao de equivaléncia de Nerode,
ouseja: xR y = (0zOX*¥)(xzOL - yzOL). Para mostrar que L nao ¢
regular vamos mostrar que i(R,) nao é finito.
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Relacoes de Equivaléncia e Automatos Finitos

SejaPr={a*b' |i=0} (n=>1). PP éo conjunto das cadeias que sao prefixo

de alguma cadeia de L e que tem n a’s a mais do que b’s. SejaP =0 P (i = 1)

Vamos mostrar que as classes de equivaléncia de R, sao:

1)
2)
3)

L
S*-L-P
PLi>1

ou seja, para x,y [ *, se x R, y entao:

a)
b)
C)

a)

b)

ELFS, 2008

X,y 0L, ou
x,yd*-L-P, ou
x,y 0P, para algumi=>1.

separaz0X* xzOL « yz OL, entao, em particular, paraz=A, x O L
< yOL.

x 0 3* - L - P. Entao x nao é prefixo de qualquer cadeia de L. Portanto,
nao existe z 0 >* tal que xz O L. Como xz O L = yz 0L, nao existe z [
>* tal que yz O L. Portanto, y O X* - L - P.

Seja x O P!, ou seja, x = a"b™ tal que n-m = i. Devemos mostrar que y [
Pi. Vamos admitir, por absurdo, que y O Pi. Entao trés casos podem
ocorrer: y 0L, ou yOX*-L-P, ouy O PIcomj#i. Vamos analisar
cada um desses casos:
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Relacoes de Equivaléncia e Automatos Finitos

1) yOL ComoparadzOZ* xzOL - yz OL, entao, em particular, deve valer
paraparaz=A.Mascomz=A,xzULeyzUOL. Logo:y O L.
CONTRADICAOQ!

2) yOX*-L-P.Logo, nao existe z 0 * tal que yz 0 L. No entanto, como x [
P!, € possivel encontrar z 0 2* tal que xz O L. Logo: y 0 2* - L - P.
CONTRADICAOQ!

3) ydPicomj#i.Sejaj<i.Sejaz = bl Entao: yz = a"b™*" onde n-m = j. Logo:
m+j = n e portanto, yz O L. Por outro lado, xz = a"b™*J onde n-m =i, ou se€ja,
n=m + i. Como j < i, por hipétese, n > m + j, ou seja, xz 0 L. Logo: y 00 P’
com j # i. CONTRADICAQ!

+ Dessa forma, provamos que R, tem infinitas classes de equivaléncia. Pelo
teorema de Nerode, L = { abl | j =i =0 } nao pode ser regular.

Minimizacao de Estados de um Automato Finito

+ Definicao: Seja A = (Q, Z, d, q,, F). Um estado q I Q € acessivel se Ox [0 =*
tal que g = 8(qy,X).
+ Definicao: O automato conexo associado a A = (Q, Z, 9, q,, F) € definido por:
c=(Q,%,0,q,F)onde:Q’={qU0Q | géacessivel }, F=Fn Qe
O =0n(Q' xXZxQ.
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Minimizacao de Estados de um Automato Finito

+ Definicao: Dois automatos A, e A, sao equivalentes se L(A,) = L(A,).
+ Teorema: Para todo autémato finito A, A e A° sao equivalentes.
+ Prova: Exercicio!

+ A determinacao de estados acessiveis pode ser automatizada organizando a
funcao & em forma de arvore e verificando os estados que ocorrem.

+ Exemplo: A—(Q,Zéqo,F)comZ {a, b, c}, Q=40,1,2,3,4,5}; q,=0ed

1/
PN
N

+ Logo: somente os estados 0,1,2 e 3 sao acessiveis.

0

i¥

3

V| WINR|O|O
OClNN|W|IO|N|=|Q
D= =|IN=N|T
AININIWIW|O|O
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Minimizacao de Estados de um Automato Finito

4

Definicao: Dois estados g e g’ sao equivalentes (g = q’) se e somente se:

(Ox O Z*%) (0(g,x) O F = &(q’,x) OF).

Exercicio. Mostrar que = é relagao de equivaléncia.

A particao 1t (particao de Q induzida pela relacao =) permite identificar
elementos redundantes em Q (do ponto de vista de reconhecimento da
linguagem), pois se g =g’ (q e 9’ na mesma classe de equivaléncia) nao faz
diferenca se o autdbmato se encontra no estado g ou no estado g’ quando uma
cadeia x O =* comecar a ser processada. Logo, o autdbmato pode ser
minimizado escolhendo-se apenas um elemento de cada uma das classes de
equivaléncia da relacao =.

Definicdo: q é k-equivalente a q’ (g =< q") se e somente se:

(Ox O | x| <k=(3(qgx) OF < &4q’,x) OF)).

Desta definicao segue que se g = g’ entao q =™ q’ para todo m < k, pois:
g=*q'=>(x 0% | x|<m<sk=(0qx) OF =« &g x)OF)=>qg="q
Portanto i, (particao de Q induzida pela relagao =) refina 1, (m, O 1, m < k)
Teorema: q =1 q" = (q=q" e &(q,a) = &(q’,a), Ua U %)

Prova: (=) q =*1 ¢'. Logo: q = q' pois 1, ; O .. Além disso, para toda cadeia
ax, a 0, x O X*, tal que: |ax| < k+1, temos: d(g,ax) O F = 8(q’,ax) O F
(pois g =*1 g). Logo: &(d (g,a),x) O F = &(d(q’,a),x) O F. Como |x| <Kk,
temos que: 3 (g,a) =< d (q’,a).

(O) Exercicio!
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Minimizacao de Estados de um Automato Finito

*

4

4

O teorema anterior pode ser usado para mostrar (por inducao) que se existe k
tal que . = ., entao 1, = T, para todo m = 0, ou seja, nao existem mais
refinamentos de m. Neste caso, como 1t J 1y temos que 1t = Ti.

(para uma prova formal ver: BOOTH, T.L. “"Sequential machines and automata
theory”)

Portanto, o teorema anterior garante que podemos encontrar a relagao =
considerando, sucessivamente, as relacdes =0, =1, =2, e assim por diante até
que 1, = T,,, k= 0. O problema agora € saber se existe tal k (ou seja, se
esse processo para).

Teorema: Seja A = (Q, Z, 9, q,, F) com #Q = n (n = 2). Entao existe k tal que
T, = T, € k<n-2.

Prova: Seja #m, = 1 (noteque q=q’ = o(q,A\) OF = &q’,A) OF, ou seja,
que #1, = 1 quando #F = 1). Neste caso, ; = 1, ( Exercicio! ) e k = 0 < n-2.
Seja, entao, #1m, = 2. Se 1 # T, , entao #1,, > #1m. Como cada classe de
equivaléncia de =" deve conter pelo menos um estado e como #Q = n, entdo:
2 < #1 < n. Logo, no pior caso, existe k tal que:

2 = #1 < #1 < #T, < ... < #T = #T,,; = N e, nesse caso, k = n-2.
Portanto, em geral, existe k < n-2 tal que Ty, = T, ;.

Esse teorema, portanto, garante que pode ser construido um algoritmo para
determinar a relacao = a partir das relacoes =0, =1, =, ...

ELFS, 2008
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Minimizacao de Estados de um Automato Finito

2

Exemplo: A = ( {A,B,C,D,E,F}, {0,1}, o, A, {E,F} ) com o dada por:

0|01 o A .
AlB|C B/ \C
B|E|F %
1 0

ClAalA - - |\A
D!|F E y| 1 0 x
EIDIF D F D E
F|D|E o|&

F E Portanto: todos os estados sao acessiveis.

+ Construgao da relagado = aut6n_1atlo mtinim:
m, (A B C D) (E F) e equivalente a
m (AC) (BD) (EF 01
T, (A) (C) (B D) (EF)
TG (A) (C) (B D) (EF) - 0 1
e

Logo: 1; = Tt 0 0,1 G

ELFS, 2008
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Automato Finito Nao Deterministico

+ Definicao: Um automato finito nao deterministico (AFND) € uma quintupla
A=(Q, Z 5 qy F) comQ, Z, q, e F definidos como no caso deterministico e o

dada por:
d:Q x 32 - P(Q), onde P(Q) é o conjunto dos subconjuntos de Q (conjunto
poténcia).

&(q,a) ={qy, ..., 9.} = 0 autbmato estando no estado q e lendo o simbolo a
na fita de entrada, move sua cabeca leitora uma
posicao para a direita e escolhe qualquer um dos q;
(i=1, ..., n) como seu proximo estado
(conceitualmente, € equivalente a imaginar que o
automato se subdivide em n copias, cada uma das
quais estando em um estado q;, i = 1, ..., n).

+ Definicao: Seja x 0 Z*. x € aceita por um AFND A = (Q, Z, §, q,, F) se:
(e, x) n F# 0O (portanto: L(A) = {x O XZ* | &qyx) n F£0O }).

+ Exemplo: 0
@ Exercicio:

Determinar L(A)

ELFS, 2008
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Automato Finito Nao Deterministico

+ Teorema: Seja L um conjunto aceito por um AFND. Entao existe um automato
finito deterministico que aceita L.

+ Prova (Informal):
A=(Q % 64y F)  (AFND)
A'=(Q, %z, 0,q,, F) (AFD). Como construir A" a partir de A?
a) Q' = P(Q(%. Um elemento de Q' sera representado por [q,q,...q;] onde q;,
., G 0 Q.
b) F’' = conjunto formado pelos estados de Q' que possuem pelo menos um
estado em F.

c) do' = [qo]
d) 8([9:0,...q)], @) = [rir>...1] =
6(qll a) N 6(qu a) ... 0 6(qil a) = { rll rZI seny }

+ Exercicio: Mostrar que L(A") = L(A).
+ Exemplo: Seja A = ({9,,9:}, {0,1}, 9, q,, {q,}) com d dada por:

0 1
@ 0,1 . /\' Vamos determinar o automado
=190 )

1 deterministico A’ equivalente a A.
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Automato Finito Nao Deterministico

A, = (QI {Oll}l 6,1 [qO]I F) tal que:

Q = { DI [qO]I [ql]l [qO ql] }

F={[a:], [qoq:] }
o' dada por:

§(0,0)=8(0,1) =0

3(dy, 0) ={qy,q; } = 0'([qel, 0) = [qp ;]

o(do, 1) ={a; } = 0([do); 1) = [94]

5qy, 0) = 0 = 5([q,], 0) = [

o(dy, 1) ={0qp,q; } = o([a.), 1) = [qpq4]
e ainda:

0'([qpd:], 0) = [dgq:] ( pois &(qp, 0) T d(qy, 0) ={dy,q; })
0'([qpd:], 1) = [dgqs] (pois &(qp, 1) D d(qy, 1) ={dy,9; })

Portanto, A’ € o automato:
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Automato Finito Nao Deterministico

+ Teorema: Seja G = (N, %, P, S), comV = N O ¥, uma gramatica regular. Entao
existe automato finito A = (Q, Z, 9, q,, F) tal que L(A) = L(G).

+ Prova (Informal. Idéia da prova: fazer as transicoes do automato simularem as
derivacoes na gramatica)

Construcao de A (um AFND):
a) Q=NO{q}qON
b) G =S
o0 F={S,q}seS -~ A 0OP; Caso contrario, F={ q }.
d) o definida por:
1) qO0&B,a)seB -~ alP
2) colocar em &(B, a) os estados C taisque B -~ aC O P
3) &qg,a)=0,0a0Z

+ Exercicio: Mostrar que L(A) = L(G).
+ Exemplo: G = ({S5,B}, {0,1}, P,S)comP={S - 0B,B - 0B,B - 1S5,B - 0}
Entao:

0 Como descrever L(A)?
0 0 L(A) é o conjunto das cadeias de {0,1}* que
:@—’ 0 comecam com 0, terminam com O e que, caso
1 contenha, cada 1 € seguido imediatamente por um O,

e ... Nao ha uma forma melhor de descrever L(A)?
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Automato Finito e Gramaticas Regulares

+ Notacao: Transicao no automato finito: (q, ax) = (q’, x) = (g, a) = q’

Com essa notacao podemos escrever:
L(A) ={x 0 Z* | (qo, X) =>*(q, \), qUF }

+ Exemplo: Para a gramatica e automato do exemplo anterior, podemos
escrever:
S = 0B = 00B = 001S = 0010B = 00100
(S, 00100) ~ (B, 0100) — (B, 100) — (S, 00) —~ (B, 0) =~ (g, N\)

+ Teorema: Seja A = (Q, Z, 9, q,, F) um autdbmato finito. Entao existe uma
gramatica regular G tal que L(G) = L(A).

+ Prova: Seja a gramatica G = (N, %, P, S) tal que:

1. N=Q
2. S=(q
3. P construido por:

a) q-aq 0P sed(q,a)=q q,qdO0Qalx
b) q->alP se d(q,a) JF alXO{A}

Devemos mostrar que a gramatica G assim construida € tal que L(G) = L(A),
ou seja, para O x 0 ~* devemos ter:

Go=>*X < (g X)—>*(q,N\),qOF
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Automato Finito e Gramaticas Regulares

Inicialmente, vamos mostrar (por indugao no comprimento de x) que para O g
0 Q:
q=*x = (q,x)=*(q,A),qUOF

Base: i = 0 (ou seja, x = A)

q=AN < (4, N)=°(q,AN),q0OF

pois por (3b) temos: g - AOP se &g, A)OF

(note que o mesmo vale parai =1, ouseja, x =a 0 %)
Hipdtese indutiva: a tese vale para | x | =i, i = 0, ou seja:

q=>'x = (g, x)' (@, A),q 0OF
Passo da inducao: vamos mostrar que a tese vale para | x | = i+1.
Sejax=awtalque |w | =i,a 02
g=>"Flx « g=aq ='aw, ou seja: g ='we dq,a) =q (poisqg - aq’' O P)
Mas, pela hipotese indutiva:
q='w = (q,w)="(q% A),q"OF. Logo:
q="x < (g aw)~ (@, w)='"(q", A),q"OF

< (q,x)="1(Qq" AN),q"0OF

Portanto:
paralqUQ: gq=*x = (q,x)>*(q,A),qOF
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Automato Finito e Gramaticas Regulares

Como esse resultado vale para 0 g O Q, podemos particularizar para q:
Qp=>*x = (Ao X)>*(d,A),q OF
xOLG) < x0OL(A)

Logo: L(G) = L(A).

Por que expressodes regulares?
Uma forma simples de descrever a linguagem aceita por

Expressoes Regulares automatos finidos (ou gerada por gramaticas regulares).

+ Definicao: Seja >~ um alfabeto. As expressoes regulares sobre X e os conjuntos
de cadeias que elas representam sao definidos, recursivamente, como:

a) U é uma expressao regular e representa o conjunto vazio 0.
b) A é uma expressao regular e representa o conjunto { A }.
c) sea X entao a & uma expressao regular e representa o conjunto { a }.

d) ser e s sao expressoes regulares representando, respectivamente, os
conjuntos R e S, entao (r + s), (rs), (r*) sao expressoes regulares
representandoR0S,RS={ rsO02* |rORes S }eR¥,
respectivamente.

+ Para eliminar alguns parénteses nas expressoes regulares, podemos assumir
que a prioridade das operacoes €: (i) fecho, (ii) concatenacao, (iii) soma.
+ Exemplo: ((0(1*)) + 1) pode ser escrita como 01* + 1.
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Automatos Finitos e Expressoes Regulares

+ Teorema: Seja r uma expressao regular e L(r) a linguagem representada por
r. Entao existe um AFND A tal que L(A) = L(r).

+ Prova (por indugao sobre o nUmero de operadores na expressao r)

Base: r tem 0 operadores. Neste caso r pode ser [1, A ou a (a O X). Mas essas
expressoes representam conjuntos que sao reconhecidos, respectivamente,

= 0) SORNO
(r=AN) :>
(r=a,aly) :L»@

Hipdtese indutiva: o teorema € valido para expressoes regulares com menos
que i operadores (i = 1).

Passo da inducao: r tem i operadores. Neste caso podemos escrever que:

a) r=r;+r,ou

b) Fr= I‘1I’2, ou

c) r=r*
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Automatos Finitos e Expressoes Regulares

(@) r =ry + 1, Logo, r; e r, tem menos do que i operadores. Portanto, existem
A =(Qy Z,0,qy, {f1}) eA, =(Qy Z, 5, qy { f, }) tais que L(A;) = L(ry) e
L(A,) = L(r,). Devemos construir A tal que L(A) = L(r). Seja entao:

A={QOUQU{qyfu} % 0 dy {fy} ) com & definida por:
1) 6(qu /\) = { qll Clz}

2) &q,a)=120(q,a) se qUQ;-{f;}, adOZO{A}

3) &q,a)=29,(q,a) se qUQ,-{f,}, adZO{A}

4) O(fy, A) = o(f,, A) ={fy}

Intuitivamente:

Entao: x O L(r) = x O L(ry) O L(ry) = (qq, X) =* (f;, A) ou (q,, X) =* (f,, A)

= (qo, X) = (qy, X) =* (1, A) = (fo, A) ou (o, X) = (qy, X) =% (Fy, A) = (o, A)
= X OL(A). Logo: L(r) = L(A).

+ Exercicio: Completar a prova para: (b) r=r;r, e (¢)r =r*
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+ Exemplo: r = 01* + 1. Vamos construir autdmato A tal que L(A) = L(r).
Podemos escrever:r=r; +r, com r,=01* e r, =1

1
Automato para r,: =>
Sejar; =ryr, com r; =0 e r, = 1%, 0
Automato para rs: =>

Sejar, =r* com r; = 1.

Automato para rs: :> A
AN LN A
Autdmato para r,: => @ @

Automato para r;:
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Automato para r: M
:/

N

+ Teorema: Seja L = L(A) para algum automato finito (deterministico) A. Entao,
L = L(r) para alguma expressao regular r.

+ Prova: Seja A = ({ gy, .., Gn }, Z, §, qy, F). Seja Ry™ o conjunto das cadeias x
0 Z* tais que &(q;, X) = q; € se 6(q,, y) = q, para y prefixode x (y Z A\, y # X)
entao k < m. Intwtlvamente R;™ € o conjunto das cadeias que fazem o
autdmato ir do estado q; para o estado g; sem passar (isto é, entrar e sair) por
qualquer estado de numero maior do que m (notar que i, j podem ser maiores
do que m). Observe que, como nao existe estado de numero maior do que n,
R;" € 0 conjunto de todas as cadeias que levam o automato do estado q; para
0 estado d;-

Podemos definir Ry™, recursivamente, como:
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Rijg={aDZ|5(CIira)=qj} sei#)
R ={a02|5q,a)=q}0{A} sei=]

R m — R m-1 ] leml (Rmmm 1)* Rme 1

Devemos mostrar que para todo i, j, m existe uma expressao regular ™ que
representa R;™. Vamos mostrar por inducao em m.

Base: m = 0. R.% é um conjunto de simbolos x tais que x 0 ¥ ou x = A, ou
entao R,® = [J. SJ eR?={a,.,a, ,a0z0{A} entdor =a; +...+ a,
SeRO—DentaorO—D.

Passo a definicao recursiva de Ry™ envolve apenas operadores de expressoes
regulares (uniao, concatenagao e fecho) Por hipotese indutiva, para todo i,j
existe uma expressao regular r;™! tal que Ry™1 = L(r;™1). Logo

7 = 1 (™) ™)1 ™)
Para completar a prova devemos observar que: L(A) = O Ry", ;0 F, e
portanto, L(A) pode ser representado por:

" + ...+ talque F={qy, .. qp}
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+ Exemplo: Seja o automato

1
INENCENT
0 0,1

Nesse caso, L(A) = Ry,3 0 Ry33 = ry,3 + 453

x

0

k=1

Figt = r® + (r 0 (r D *(ry®) = A

riot = r% + (r0(r29)*(rx) =0+0=0

o

S|+ | O0(=|[>D0lR|(0>

Exercicio: Completar essa tabela e determinar L(A) !
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+ O teorema a seguir estabelece uma condicao necessaria sobre as cadeias de
um conjunto regular. O teorema e um resultado importante para provar que
certos conjuntos nao sao regulares.

+ Teorema: Seja A = (Q, Z, 9, q,, F) um autémato finito com n estados.

Sejaw O L(A) tal que | w | = p. Se p = n entao existem x, y, z 0 Z* tais que:
W = Xyz, Y # A\, e para todo k > 0, xykz OO L(A).

+ Prova: Sejam: p =n, w O L(A), | w| =n. Portanto, durante o processamento
de w o automato utiliza pelo menos (n+1) estados. Como #Q = n, deve haver
repeticao de pelo menos um estado. Sejam entao x, y e z 0 Z*, com vy # A,
tais que: (qo, xyz) —* (q, yz) =* (g, 2) »* (9, A\), 9" O F.

Logo, se (q, yz) —=* (q, z) entdo (q, Y*z) =* (q, Y*'z) =* ... >* (g, 2) e
portanto, xyz O L(A), k = 0.

+ Exemplo: L={0"1" | n>=1 } nao € regular.

Admitindo que L seja regular, existe um autdmato finito A = (Q, Z, §, qo, F)
com p estados tal que L = L(A). Como o numero p de estados do automato é
finito e como em L existem cadeias arbitrariamente grandes, € possivel
encontrar um n tal que | 0"1" | = p. Neste caso, pelo “pumping lemma”,
existem x, y, z 0 {0,1}* tais que: 0"1" = xyz, y # A e xykz O L (k = 0). Neste
caso y pode ser de apenas trés formas:

a) yOL(0") e, heste caso, por exemplo, xz O L
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by yOL(1%) e, heste caso, por exemplo, xz O L

c) yOdL(0*1Y) e, neste caso, por exemplo, xy?z 0 L
Portanto, a hipdtese de L ser regular contradiz o “pumping lemma”.
Logo, L={0"1" | n>1 } nao € reqgular.

+ Teorema: A classe de linguagens regulares é fechada sob complementacao,
ou seja, se L € uma linguagem regular sobre >* entao ~* - L € linguagem
regular.

+ Prova: Como L é regular, existe A = (Q, Z, 9, q,, F) tal que L = L(A).
Seja A" = (Q, Z, 9, qy, Q - F). Neste caso:
XOXZ*-L e xOL < 3(qy X) OF <« &gy X) ODQ-F < xOL(A).
Logo, L(A") = =* - L e, portanto, =* - L € regular.

+ Teorema: A classe de linguagens regulares € fechada sob uniao, ou seja, se X
e Y sao conjuntos regulares, entao X 0 Y e conjunto regular.

+ Prova: Sejam A = (Qy, Z, 8y qons Fa) € B = (Qg, Z, g, qoss Fe) tais que X =

L(A)eY =1L(B).Sejaq'0Q,0QseC=(Qa0Q0{q"}, Z 0, g, Fc)
(AFND) tal que:

Fe = Fy O Fg se A 0 L(A) O L(B)
Fe=F,OF0{q} seADLA) OLB)
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e & definida por:
Oc(q’, @) = { 0o @) Y O { 0(qep, @) },@adZO{A}
6C(qla)=6A(qla)lq|:|QAl aDZD{/\}
6C(qla)=68(qla)lq|:|QBl aDZD{/\}

Seja x 00 X O Y. Dois casos podem ocorrer:

a) x=A. Logo, A OL(A) ouA OL(B). Portanto, d~(q’, A) = q’' O F.. Logo:
A O L(C).

b) Xx#A. Sejax=aw,aldZ, wZX* Entao:
aw X OY <« aw O Xouaw Y =

= (qoar AW) > (Q1a, W) = (Qsar N) , Qa0 F5 OU
(dos, @W) = (qyp, W) = (s N) , Qg O Fg

= (g, aw) = (G W) " (G A)  0ou (G, aw) - (Qi W) 7 (G A)
Logo: L(C) = X O Y g, portanto, X O Y & regular.

+ Teorema: A classe de linguagens regulares € fechada sob intersecao, ou seja,
se X e Y sao conjuntos regulares, entao X n Y e conjunto regular.

+ Prova: Exercicio!
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+ Definicao: Um automato finito bilateral (AFB) € uma quintupla A = (Q, Z, 5,
do, F) onde Q, Z, q, e F sao definidos como no caso do autdbmato finito e o €
uma funcao da forma:

0:Qx> - {-1,0,1}xQ

dg,a)=(d,q) = 0 autdmato estando no estado g e lendo o simbolo a,
move sua cabeca uma posicao para a esquerda, se d =
-1, permanece estacionario, se d = 0, ou move sua
cabeca uma posicao para a direita, se d = 1, e vai para
o estado q'.

+ Definicao: Uma configuragao de um AFB A = (Q, Z, d, q,, F) € um elemento

de >*Q >* (xqy), interpretado como: y

q

+ Definicao: a,... a.;q a,... a, — a;... Q" a,q4..- a, = 0(q, ) = (d, q")
+ Definicao: A linguagem reconhecida por um AFB A = (Q, Z, 9, q,, F) € definida
como: L(A) = {x O Z* | gox—"xq, q OF}.
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L 2

Um automato finito bilateral rejeita cadeias de uma das seguintes maneiras:
a) saindo a esquerda

b) entrando em “loop”

c) saindo a direita para um estado nao final

+ Exemplo: A = ({ gy, 43, 9, }, {0, 1}, 3, qp, { 9, }) com & dada por:
5 0 1 Para esse autdmato, temos:
% | (1,4q4) | (-1,44) | ) qe011+ 0q;11 - 0q,11 - 01g,1 - 011q,

q, | (-1,q0) | (0, q,) e, como g, 0 F, a cadeia 011 O L(A)
q; ((-1,q,) | (1, 9,)

b) 9,00 — 0g,0 — q,00 — 0qg;0 ... “loop”

portanto: 00 O L(A).

+ Teorema: Para todo AFB A = (Q, Z, §, q,, F), L(A) € um conjunto regular.
+ Prova (informal):
Para todo x 00 Z*, definir a fungao: a, : Q0 {0} - QU {0},00Qda
seguinte maneira:
a) sex=Xa(alOZ x'0ZZ*) ex'ga—"xaq’ entao a,(q) = q. Caso
contrario, a,(q) = 0.
b) se gyx —" xq’ entao a,(0) = q". Caso contrario, a,(0) = 0.
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Utilizando a relacao de Nerode:
XRpYy = (OzOZ*) (xz OL(A) = yz OL(A))
podemos provar que a, = a, = X Ry, Y. Deste resultado segue que:

I(Ra) < #{a, | x O ad }. Mas, se #Q = n entdao o numero de fungoes a,
dlferentes €, N0 MAaximo, (n+1)n+1 Portanto i(Ry(a)) € finito e L(A) é regular.

A idéia da prova desse teorema é de:

SHEPHERDSON, J.C. "The reduction of two-way automata to one-way
automata”, IBM Journal of Research and Development, 3, 1959.

Para uma prova formal ver também:
HARRISON, M.A. “Introduction to formal language theory”, p. 65-70.

Problemas de Decisao

+ Definicao: Um problema de decisao tem solucao se e somente se existe um
algoritmo que resolve o problema para todas as possiveis condicoes. Se tal
algoritmo existe, o problema € decidivel; caso contrario, o problema é
indecidivel.
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« Exemplos:

+ O problema: “A linguagem reconhecida por um automato A é vazia?” é
decidivel.
Ideia da prova: A = (Q, Z, §, qo, F). Verificarse g0 QtalqueqOFeqé
acessivel.

+ O problema: “"Sejam X e Y conjuntos regulares. X 0 Y ou X = Y?” € decidivel.

Idéia da prova: Sejam X = L(A) e Y = L(B) para dois automatos finitos A e B.
Entao existe um algoritmo para verificar se A e B sao equivalentes:

A = B se para todo estado ¢; de A existe um estado q; de B tal que g; = g; e
reciprocamente. Basta entao construir o automato que reconhece X O Ye
aplicar o algoritmo de minimizacao de estados.

Entao: X =Y se A =B.
Por outro lado, se X 0 Y entao X n Y = X. Logo, para saber se X O Y, basta
construir o autdmato que reconhece X n Y e verificar se ele € equivalente a A.

(uma outra id€ia para resolver esse problema de decisao € mostrada em:
MANNA, Z. "Mathematical theory of computation”).

+ O problema: “Seja X um conjunto regular. X é finito?” é decidivel.
+ Prova: Exercicio! (sugestao: “pumping lemma”).
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