1.3 - Linguagens Livres de Contexto

» Recordacao: Uma gramatica livre de contexto (GLC) é uma quadrupla G = (N,
>, P, S) onde:

N - conjunto de simbolos nao terminais

> - alfabeto terminal (Nn X=0; V=NOZX)

S - simbolo inicial (ST N)

P - conjunto de producdes da forma: A - a (AON; o OV*)

Exemplo: G=(N, Z, P, S)
N={S, <op>, <var>, <cte> }
>={1,0,%x,v,2z (), + *}
P: S - <var>| <cte> | S <op> S| (S)
<op> - + | *
<var> - x|y|z
<cte> - 0] 1| O<cte> | 1<cte>

(x + 101) * y O L(G) pois:

S = S <op>S = (S) <op>S = (S <op>S) <op> S = (<var> <op>S)
<op> S = (x <op>S) <op>S = (Xx+S) <op>S = (x + <cte>) <op> S =

(x + 1<cte>) <op> S = (x + 10<cte>) <op> S = (x + 101) <op> S = (x +
101) *S = (x + 101) * .
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Arvores Sintaticas e Ambigiiidade

* Seja GLC com producoes: S - AB
A - aAa | a S
B_-b / \
1. S= AB = aAaB = aaaB = aaab /I‘\\ T arvore sintatica
' correspondente
’|‘ a b | a derivacdo (1)
2. S= AB = Ab = aAab = aaab a

Essa derlvagao é diferente da derlvac_;ao (1). No entanto, as arvores sintaticas
associadas as duas derivagoes é a mesma.

» Considerando a gramatica do exemplo anterior, para a sentenca x + y * z
podemos determinar as seguintes arvores sintaticas:

/ | \ / | \ neste caso,
<op> <op> como existem
/\\ | \ \ | / \\ duas érvores
<op> * <var> <var> + <op> sintaticas
\ | \ | | \ | \ distintas para a
<var> + <var> g X svar>  * <Var* | mesma sentenca
| | | | | ha ambigiiidade.

X y Y z
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Arvores Sintaticas e Ambigiiidade

» Seja agora a gramatica (equivalente a anterior):
S - S+ <termo> | <termo>
<termo> - <termo> * <fator> | <fator>
<fator> - <var> | <cte> | (S)
<var> - X |y|z
<cte> - 0] 1| O<cte> | 1<cte>

+ Para a sentenca x + y * z temos:

<termo>
<termo> / | \
<termo> <fator>
<fator> ‘ |
<fator> <var>
<var> | ‘
‘ <var> z
. |
Y

» Neste caso a arvore de derivacao € unica.
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Arvores Sintaticas e Ambigiiidade

+ Derivacao mais a esquerda: substituir sempre o nao terminal mais a esquerda
da forma sentencial.

+ Derivacao mais a direita: substituir sempre o nao terminal mais a direita da
forma sentencial.

+ Exemplo: E-E+T|T
T . T*F|F
F- (E)]a
+ derivacao mais a esquerda de a + a:
EDE+T=>T+T=>F+T=a+T=a+F=a+a
» derivacao mais a direita de a + a:
EoDE+T=E+F=E+a=T+a=F+a=a+a

» Definicao: Uma gramatica G € ambigiia se existir uma sentenca que possua
duas arvores de derivacao diferentes (ou duas derivacoes mais a esquerda, ou
duas derivagoes mais a direita).

» Definicao: Uma linguagem livre de contexto (LLC), L, € inerentemente
ambigiia se nao existir uma gramatica livre de contexto G, nao ambigta, tal
que L = L(G).

+ Exemplo: L ={abick|i=jouj=k;ijk=17}éinerentemente ambigia.
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Arvores Sintaticas e Ambigiiidade

» Intuitivamente: L = { abick | i=jouj=Kk;ijk =1} éinerentemente
ambiglia porque o processo de gerar sentencas com mesmo numero de a’s e
b’s é independente (e, portanto, diferente) do processo de gerar sentencas
com mesmo numero de b’s e c’s. Logo, para cadeias com mesmo numero de
a’s, b’s e c’s é inevitavel que existam duas arvores sintaticas.

(para uma prova formal, ver: HARRISON, M.A. “Introduction do formal
language theory”, p. 233-239)

» Exercicio: Construir uma GLC que gere essa linguagem!
¢ Qutro exemplo: “dangling else”

S - ifBthenSelseS|ifBthenS|a, | a,

B~ b, |b, |

se esse S for substituido por “if B then S” dara ambigiidade.

+ Seja: if by then if b, then a, else a,

s
e corresponde a:
° s S f b, then
| RN | o
b, B S a, if b, then a,
| | else a,

b, a,
ELFS, 2008
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Arvores Sintaticas e Ambigiiidade

+ if by then if b, then a; else a,

S
/ \ corresponde a:
B S if b; then
I\) B/ |s\s if b, then a, else a,

1 | |
b, a a
+ Neste caso, o programador e o compilador podem interpretar a sentenca de
formas diferentes, o que nao e desejavel. Em linguagens de programacao a
ambigiidade e resolvida por uma convencao semantica: “o else sempre
corresponde ao if mais proximo”. Com essa convengao, a sentenca:

if b; then if b, then a, else a,

deve ser interpretada como if b; then (if b, then a, else a,), ou seja, com
arvore sintatica como a mostrada acima.

+ Definicao: Uma GLC G = (N, %, P, S) € A-livre se:
a) P nao contém producoes da forma A —~ A (A ON), ou

b) a Unica producao desse tipo € S - A e S nao aparece no lado direito de
nenhuma producao.
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Forma Normal de Chomsky

*

Definicao: Uma GLC G = (N, 2, P, S) esta na forma normal de Chomsky (FNC)
se G for A-livre e suas producoes forem da forma:

A-BCouA--a(ABCON;ald?2).
Exemplo: Seja G, com produgoes:
S - A|ab|aAb

A - aAb | ab
Note que L(G;) = {a"b" | n=0 }. G; € A-livre mas nao esta na FNC.
Seja G, com produgoes: S - A | AB| AX
X - YB
Y - AX | AB
A- a
B-b

S = AX = AYB = AAXB = AAYBB = AAABBB =*° aaabbb
G, esta na FNC e L(G,) = L(G)).
Exercicio: Mostrar que L(G,) = L(G,).

Por que o interesse pela FNC?

Por uma razao tedrica: para uma gramatica na FNC as arvores sintaticas sao
sempre arvores binarias (incompletas) e essa limitacao na ramificacao das
arvores sintaticas facilita algumas provas de teoremas.
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Gramaticas NA-livres

+ Lema: Existe um algoritmo que transforma uma GLC G = (N, Z, P, S) qualquer
em uma outra GLC G" = (N/, Z, P/, S’) equivalente e A-livre.

¢+ Prova: Seja #N =new; ={A|A - AOP }. Paratodo k = 1, seja:
Wi =W O{AJAS ooy o 0w, 1<ism}
Temos entao:
a) w; 0w, paratodoi=>1
b) sew, =w,,entaow, =w,,, param=1
c) W,,; = W,, OU seja, a construcao dos conjuntos w; para, na pior das
hipoteses, quando i = n.
d w,={AON|A=TA}
e) ANOLG) = SOw,
Entdo, para construir a gramaticaG'= (N O {S' }, %, P, S') seja P’ com as
producoes:
a) S’ — S
b) S -~ AOP - SOw,
c) A A...A, k=1 A 0ONZDOZtal que:
( existem ay, ..., a,.; 0w * tal que A - aA;... oA OP)
glaramente, S’ nao aparece no lado direito de qualquer producao de P’. Além
iSSO,
AOLG) =S - AOP =SOwW, = S=*A = ADOLG)
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Gramaticas NA-livres

Portanto, A O L(G") = A O L(G). Como em G’ nao existem producoes levando

a N\ (exceto, possivelmente, S’ — A), entao G’ é A-livre.
Devemos mostrar que L(G") = L(G).

1)

2)

seA - A....ALOP entégo A - aA... A0 0P ea,c="A,i=1,
..., kK+1. Logo:

A= oA QA0 = A A

Portanto, toda produgao A - A,... A, O P’ pode ser simulada em G por
uma derivagao. Logo: L(G") O L(G).

Vamos mostrar, por inducao no comprimento da derivagao, que se:
Ac=Mha, a0t entdioAg="a

Base: h = 1. Neste caso, A - a O P. Logo,comoa #A, A - a OP’
(porque € sempre possivel escolher a; = ... = a,,.; = A O w.,*)

Hipdtese indutiva: A ;=" a, a 0 Z* entdioA;="a , h=>1

Passo da indugao: Seja A .= A;... Acg="a , a O =4

Entdo existem a; O Z* tais que a = a;... a, e A, =" o, com h’ < h. Pela
hipotese indutiva, A ;=" a,,i=1, ..., k.Sea,=Aentao A Ow,eA -
Aji... A, O P, onde Aj;... A, € uma subsequéncia de A,... A, obtida
retirando-se A.. Logo, em qualquer caso:

A= Aj... Ap =™ aj... ay, = a. Logo: L(G) O L(G).

Portanto, de (1) e (2) temos que: L(G) = L(G).
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Gramaticas NA-livres

* Exemplo: Seja G, GLC com producdes: S - aAb
A - P|aAb | AA
P X|E
E- A
Entao: w, ={E}
Wp = { EI P }
W3={E/ P/A}=W4
Para construir G' (A-livre e equivalente a G) devemos lembrar que:

» toda producao de G deve estar em G’, exceto produgoes do tipo A - A,
pois sempre € possivel escolher a4, ..., 0,,, todos iguais a A.

= uma producao de P’ pode ser obtida de uma producao de P retirando do
lado direito um nao-terminal que pertenga a w,,, com o cuidado de nao
tornar o lado direito vazio.

Logo: G'=({S, A P, E S} {a b, x}, P',S") com P’ dado por:

S" - S

S - aAb | ab

A - P|aAb | AA | ab
P Xx|E
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Gramaticas NA-livres

+ Lema: Existe um algoritmo que transforma qualquer gramatica livre de
contexto G = (N, Z, P, S) em outra G’ = (N, Z, P, S) equivalente, A-livre e sem
producoes do tipo A — B, A,B O N (producao inutil).

* Prova (informal). Pelo lema anterior, pode-se admitir que G é A-livre.
Algoritmo:

1. Construir paracada AN, oconjuntoN,={BON|A="B}da
seguinte maneira:
a) Ng={A}i=1.
b) N={C|B - COP,BON_ }ON,
c) se N, # N, entdo fazeri =i + 1 e voltar ao passo (b). Caso contrario,
fazer Ny, = N..
2. Construir P’ da seguinte forma:
seB - aOP enaoédaformaB - A, colocar A - a em P’ para todo A

tal que B 0O N,
+ Exemplo: E-E+T|T Ne={ET,F}
T_T*F|F N.={T,F}
F-(BE)|a Ne={F}
A nova gramatica sera: E_-E+T|T*F|(E)]|a

T-T*F|(E)]|a
F-(E)]|a
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Forma Normal de Chomsky

+ Teorema: Seja L uma LLC. Entao existe G na FNC tal que L = L(G).

+ Prova: Pelos dois lemas anteriores, L = L(G) para alguma GLCG = (N, Z, P, S)
A-livre e sem producodes do tipo A - B. Construir G’ na FNC da seguinte
maneira: G' = (N’, , P/, S) tal que N’ e P’ sao dados por:

1)
2)
3)
4)

5)

seA - alP entao A - alP (adX)
seA-BCOP entaso A -BCOP (B,C O N)
seS - AOP entao S - ADOP

se A - X; ... X, OP (k > 2), adicionar a N’ e a P’ 0s seguintes nao-
terminais e produgoes, respectivamente:

A - X" <X, .. X >
<Ky e X > - X <XK5 .l X >

<Xk_1Xk> - Xk_ll Xk,
onde: X' =X, se X, O N e X, = um novo nao-terminal se X; O Z.

para todo nao-terminal X." criado no passo (4), acrescentar a P’ a
produgao X' - X

+ Exercicio. Mostrar que L(G") = L(G).
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Forma Normal de Chomsky

¢+ Exemplo: Passar paraa FNC: S - aAB | BA

A - BBB | a
B AS|Db

Neste caso, temos:

S - <a><AB> | BA

A - B<BB> | a

B AS|Db

<a> - a

<AB> - AB

<BB> - BB

+ O teorema a seguir ("pumping lemma”“) € um resultado importante para provar
que certas linguagens nao sao livres de contexto.

+ Teorema: Para toda linguagem livre de contexto L, podem ser determinados
inteiros k e m tais que, sez 0O L, | z | > k entao:

1. Z = uvwxy

2. |vwx|<m

3. WXZ£N

4, para todoi= 0, uviwxy 0L

ELFS, 2008 71



“Pumping lemma” para LLC

¢

ELFS, 2008

Prova: Seja L = L(G) para alguma gramatica G na FNC. Logo, as arvores de
derivacao em G serao arvores binarias.

Fato 1: Se o caminho mais longo na arvore de derivagao de z possuir ordem n
entao | z | < 21,

Porque: | z | = numero de folhas da arvore de derivacao de z. Numa arvore
binaria de ordem n existem, no maximo, 2" folhas (0 niumero de folhas sera
igual a 2" somente se a arvore binaria for completa). Entretanto, as arvores de
derivacao de ordem n de uma gramatica na FNC possuem, no maximo, 21
folhas, porque a ultima derivagao, em qualquer caminho, nao ira produzir
ramificacao pois ira usar producoes da forma A - a.

Fato 2: Se | z | > 2" entao algum caminho na arvore de derivacao de z possui,
no minimo, ordem igual a n+2.

Porgue: Se nao existir caminho de ordem, no minimo, n+2, o caminho mais
longo na arvore de derivacao de z tera, no maximo, ordem n+1 e, pelo Fato 1,
|z | <2".

Sejamentaok =2"em =2"comn=#N.Sejaz0OL, |z | > k. Para a
arvore de derivacao de z temos:
= pelo Fato 2, algum caminho tem ordem, pelo menos, n+1. Seja C o
caminho de maior comprimento da arvore de derivacao de z. Logo, C tem
pelo menos n+2 nos.
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“Pumping lemma” para LLC

= Sejam os ultimos n+2 nos de C. Logo, existem n+1 nao terminais neste
sub-caminho. Como existem apenas n nao terminais, deve existir, pelo
menos, um nao-terminal repetido. Seja A um nao-terminal repetido neste
sub-caminho, tal que:

S

/ caminho C
/N
B C
/ \
| u V | W X y |
! ! ! |
Zy I Z;
| Z = UVWXY
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“Pumping lemma” para LLC

Sobre o sub-caminho de C a partir do primeiro A podemos dizer:
= tem, no maximo, n+2 nos

= aordem € de, no maximo, n+1

= a partir de A, nao existe caminho mais longo do que este.
Logo:

1. S =% UAy =* UvAXy =* uvwxy = z

2. A =* vAx =* vwx. Como a ordem desse caminho &, no maximo, n+1,
peloFato 1, | vwx | € 2" =m.

3. A= BC=*vwx =27, ondeB =%z e C=*z,. Entao, como G esta
na FNC, G é A-livre e, portanto, z, # A e z, # A. Logo, x # A e, portanto,
vx # A\ (note que foi suposto que a repeticao de A se da no caminho a
partir de B. Se a repeticao fosse no caminho a partir de C, entao v # A g,
novamente, vx # A).

4, A =* VAX =* wWAXX =* VIAX (i=0)
Portanto: uviwxly O L.

+ Exemplo: L={abc"| n>0}nao éLLC.
Considere que L € LLC. Entdo para n suficientemente grande | a”bc” | > k (k
do “pumping lemma”). Logo: a"b"c" = uvwxy, vx # A e uv'wxly [ L.
Admitindo (sem perda de generalidade) que v # A, temos:
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“Pumping lemma” para LLC

a) Vv = ak. Neste caso, uv2wx2y O L porque, para equilibrar os nimeros de
a’s, b’s e c's, a subcadeia x devera ter k b’s e k c's e, portanto, x2 vai
“embaralhar” os b’'s e C's

(o mesmo argumento vale para v = bX ou para v = ).

b) para qualquer outra forma, v tera pelo menos dois simbolos diferentes
(por exemplo, v = apbq) e, novamente, uv2wx?y O L porque existirao
simbolos “embaralhados”.

Forma Normal de Greibach

4

Definicao: Um nao-terminal A numa GLC G = (N, 2, P, S) é recursivo a
esquerda se A =* AB, B O (N [ £)*. Uma gramatlca com, pelo menos, um
nao-terminal recursivo a esquerda € uma gramatica recursiva a esquerda

Vamos ver mais a frente que alguns algoritmos de analise sintatica nao
funcionam com gramaticas recursivas a esquerda. Vamos mostrar, no entanto,
que toda LLC tem, pelo menos, uma gramatica nao recursiva a esquerda que
a gera.

Lema: Seja G = (N, Z, P, S) uma GLCna qual A - Aa; | ... | Aa, | By | - | By
sao todas as A-producoes de P e nenhum 3, (i = 1, ..., n) comega com A. Seja
G=(NO{A'}, %, P, S) onde P’ é obtido substituindo-se as A-producoes por:

A Byl | Byl BA | e | BA
A ooy | e | ag | oA ] | O A EntSo: L(G) = L(G)).
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Gramaticas Recursivas a Esquerda

+ Prova: Exercicio!
+ Exemplo: E-E+T|T
T-T*F|F
F-(E)]|a
Eliminando-se a recursao a esquerda temos:
E-T|TE
EE - +T|+TE
T F|FT
T o *F | *FT’
F-(B)la

Algoritmo para eliminacao da recursao a esquerda

+ SejaG=(N, Z, P, S)uma GLCtal que N = { A;, ..., A, }. O algoritmo ira
transformar G de tal maneira que suas produgoes terao a forma A, - a, onde
a comega com um simbolo terminal ou com A, j > i, ou entdo A’ - B, onde
A’ € um novo nao-terminal e B comega com um 5|mbolo de (N 0 >).

1) i=1

2) Sejam as A-produgdes na forma: A, - A0 | ... [Aa, [B;]...|B,onde
nenhum B, (k = 1, ..., p) comega com A, j<i (e sempre posswel delxar as A-
producdes nessa forma) Trocar as A- produgoes por:
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Gramaticas Recursivas a Esquerda

Ao Bl B [ BAT e | BAY

A" - g e Lo [ ogA e | agAf
onde A’ € um novo nao-terminal (apds essa troca, todas as A-produgdes
comegam com um simbolo terminal ou com A, j > i).
Se i = n, parar. Caso contrario, fazer:i=i+1,j=1.

3) Sejam A; - vy, | ... | y, todas as A;-produgOes. Trocar toda produgao A, — Ad
pelas producoes:

A - vi0]..]ygd

(apos essa troca, todas as A;-produgbes comegam com um simbolo terminal
ou com A, k > j)

Se j = i-1, voltar para (2). Caso contrario, fazer: j = j + 1 e voltar para (3).
+ Exemplo: Eliminar a recursao a esquerda de:
A - AA; | a
A, - AJA; | Ab
Az - AlA; | AsAz | a

(passo 2 - i = 1): as Al-producoes ja estao na forma desejada.
(passo 3-i=2;j=1): A, - AJA; | AA;b | ab
(passo 2 - i = 2): A, - AsA; | ab | A;A/A, | abA)’

A - Asb | AsbA,’
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Forma Normal de Greibach

(passo 3-i=3;j=1): A; - AA; | a | AAA, | aA,

(passo 3 -i=3;j=2):
As — AsAs | a | ahA; | AsAAGA; | abAsA; | AsA1AAsA, | abAAsA,

(passo 2 -i = 3):
A; - a | aA, | abAsA, | abA,’AjA, | aA; | aAA;" | abAAAL" | abA'AsALAS]
A3, - A3 | A1A3A2 | A1A2,A3A2 | A3A3, | A1A3A2A3, | A1A2,A3A2A3,

ou seja:
A - AA; | a
A, - AJA; | ab | A;AA" | abA)’
A’ - Asb | AbA)
A; - a | aA, | abAjA, | abA,’AjA, | aA; | aAA;" | abAsALAL" | abA,'AsALAS]
As' = As | AAA; | AAAGA; | AsAsT | AjAZAAST | AlAAAAS

+ Definicao: Uma GLC G = (N, Z, P, S) esta na forma normal de Greibach se G é
A-livre e toda producao de P é daforma A — aa ; a 0%, a O N*,
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Forma Normal de Greibach

Algoritmo para conversao para a forma normal de Greibach

+ SejaG=(N, Z, P, S) uma GLC nao recursiva a esquerda. Seja < uma relacao
de ordenacao parcial tal que toda A-producao comeca com um terminal ou
com um nao-terminal B tal que A < B. SejaN = { A;, ..., A, } tal que A, <A,

. <A,

1. para i = n-1 até 1 fazer: trocar toda produgdo da forma A; — A, com A; < A,
por A, - Bya | ... | Bho, onde A; - B, | ... | By, sao todas as A produgoes

2. apos as trocas do passo 1, todas as produgoes (exceto S - A, possivelmente)
comegam com um termmal Para cada produgao A - aX,.. Xk, trocar os X; que
sao terminais por novos nao-terminais X; (j = 1, ..., k) e adicionar a produc_;ao
X' - X,

+ Exemplo: Seja a GLC nao recursiva a esquerda:

E-T|TE

E' -~ +T | +TE'

T F|FT

T - *F | *FT’

F-(E)la
Seja a ordenacao sobre 0os nao-terminais: E' < E<T < T < F.ComoF éo
“maior” na ordenacao, todas as F-producdes comecam com um terminal.
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Forma Normal de Greibach

EI" TITE , Ordenacdo: EE<E<T <T<F
E'— +T | +TE O proximo na ordenacao € T. Substituindo F
T F|FT" nas T-producdes temos:
T *F | *FT’ T-(E)]|al(E)T|aT
F-(E)|a
Continuando:
T - *F | *FT’
E-(E)|a|@ET|aT | (E)E|aE | (E)TE | aTE
E' - +T | +TE

ApOs essas transformacoes, todas as produgdes comegam com um terminal.
Basta agora transformar os outros simbolos do lado direito das producdes em
nao-terminais, introduzindo a producao P - ). A gramatica na forma normal
de Greibach resultante sera:

E- (EP|a| (EPT" | aT"| (EPE" | aE" | (EPTE’ | aTE’
E' - +T | +TE

T - (EP[a]| (EPT"| aT’

T - *F | *FT

F - (EP|a

P-)
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Automatos com Pilha ("Pushdown automata”)

a;[a,|..|a,

fita de entrada

| —» Ccabeca de leitura

controle >| b
finito cabeca
de leitura
e escrita

Intuitivamente:
Dependendo do:
. estado do controle finito

pilha (memoria ilimitada,
mas de acesso restrito:
apenas pelo topo)

. simbolo que esta sendo lido na fita de entrada

. simbolo que esta no topo da pilha
o autdmato com pilha ira:
. mudar de estado

. escrever um numero finito de simbolos na pilha (escrever o simbolo A

corresponde a apagar o simbolo no topo)

. mover sua cabeca leitora uma posicao para a direita.
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+ Definicao: Um autémato com pilha € uma septupla A =(Q, Z, I, &, qo, Zy, F)
onde: Q - conjunto finito nao vazio de estados

> - alfabeto de entrada

[ - alfabeto da pilha

do U Q - estado inicial

Z, O T - simbolo inicial da pilha

F O Q - conjunto de estados finais

O:Qx(ZO{A}) xI - P(Q xI*) (nao-deterministico)

+ Definicao: Uma configuragcao de um autémato com pilha A = (Q, £, T, 5, q,,
Zo, F) € um elemento de Q x Z* x [*,

+ Definicao: Transicao no automato com pilha:

(ql ax, ZW) = (q’I X, YW) < (qll Y) [ 6(qlalz)
com:qq 0QalXO{AyxOX,wOr* zOr,yadr*

Devemos observar que, pela definicao acima, o autobmato com pilha nao faz
transicoes com a pilha vazia. Observe também que o autdmato com pilha
pode efetuar A-movimentos, que corresponde a mudar de estado e mudar o
conteudo da pilha, sem ler o simbolo na fita de entrada (isto €, sem mover
sua cabeca leitora para a direita).
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+ Definicao: A linguagem aceita por A = (Q, Z, I, 9, qo, Zo, F), por estado final,
e:L(A) ={ wOZ*|(qo, W, 20) =" (q, A, x); qOF; x I r*}

+ Definicao: A linguagem aceita por A = (Q, %, I, &, qy, Z,, F), por pilha vazia, €:

N(A) = {w O =* | (gp W, 20) =" (q, A, A); g0 Q }
+ Exemplo: Construir um automato com pilha que aceitaL={0"1" | n>0 }
A = ({do, 91, 95}, {0, 1}, {z, 0}, 9, 9o, Z, {qo} ), com 3 dada por:
6(C|0, OI Z) = { (qll OZ) }

5ay, 0,0) = { (a, 003  (EmPIna0s)

(g, 1,0) ={(g, N) } (para cada 1 encontrado,
q, 1,0) ={(q, N) } desempilha um 0)
o(dy, A, 2) ={(do, 2) } (reconhecer por estado final)

+ Exercicio: Mostrar que L = L(A)!

+ Definicao: Um autémato com pilha A = (Q, Z, T, &, qq, Z,, F) € deterministico
se, para todo (g, a,z) 0 Q x (X O {A}) x I, temos:
1. 198(q,a2)|=1
2. sed(g, N\, z)z0entao d(q, a,z)=0,0a 0

Observe que o automato A do exemplo acima é deterministico.
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+ Considere, no entanto, a linguagem:
L={ww|w0O{0, 1}*; w é o reverso de w }

Intuitivamente, um autdbmato com pilha para recolhecer L devera ser nao
deterministico porque durante o processamento de uma cadeia ww" nao
havera maneira de saber quando termina a cadeia w e comeca a cadeia w".
Assim, para cada simbolo lido, o automato devera prever duas possiveis
situagoes:
a) a cadeia w ainda nao terminou
b) a cadeia w terminou e os proximos simbolos serao de w*

Para a linguagem L' = { wewr | w O {0, 1}* }, é possivel construir um
autdmato com pilha deterministico A tal que L' = L(A).

+ Exercicio: Construir um automato com pilha que reconhece L.

+ Definicao: Seja =~ um alfabeto e A um automato com pilha.
L, ={L0OXZ*|L=L(A) } (conjunto das linguagens aceitas por estado final)
Ny, ={LOZXZ*|L=N(A) } (conjunto das linguagens aceitas por pilha vazia)

+ Proposicao: Ly = Ny
+ Lema: Se L = L(A) para algum automato com pilha A, entao existe automato
com pilha B tal que L = N(B).
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+ Prova: SejaA=(Q, 2, T, d, qy zy F).
ConstruirB=(Q O{d, gy}, Z, T O0{vYye} 9,0y, Yo, O ) com & dada por:
a) 0(do’s N, Yo) ={ (o ZoY0) }

(o autdmato B se prepara para simular A colocando-se na mesma
situagao inicial de A, a menos de y, na pilha)

by (q,a)00(q,a,z)=(q,0)0d(q,a,z);qlQ,al>X0O{A};,z0OTl
(ou seja, B simula A)

c) (d,AN)0Odqg, N, 2);q0OF z0OT

d o, A, z)={(d, N)}
(ou seja, sempre que o automato A entrar num estado final, o automato

B divide-se em duas copias: uma delas continua a simular A (transicoes
devidas a (b)) e a outra esvazia a pilha (transicoes devidas a (c) e (d)).

Entao:
X U L(A) it (qOI X, ZO) A|_>>‘< (ql /\I W)/ 4 [ F/ w O
= (do's X, Yo) 8> (dos X, ZgYo) (devido a (a))
s> (q, A\, Wyp) (devido a (b))
s (d, A, N\) (devido a (c) e (d))
= X ON(B).

Logo: L(A) = N(B) e, portanto, Ly [0 Ng
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+ Lema: Para todo automato com pilha A existe um automato com pilha B tal
que L(B) = N(A).

+ Prova: SejaA=(Q, 2, T, d, qy zy F).
ConstruirB=(Q O{f, g, }, Z, T O{vyy} 9 qy, Yo {f} ) com & dada por:
a) 0(dg’, N, Yo) =1 (Qor ZoYo) *
b) 8(q,a,0)=3(q,a 0);,q0Q,alz0{AyalOTl
C) 6I(ql N ! YO) = { (fl YO) }I q L Q

Entao:
X U N(A) it (qOI X, ZO) A|_>* (ql /\I /\)
= (do's X, Yo) 8 (dos X, ZgYo) (devido a (a))
s> (d, A\ Yo) (devido a (b))
s> (f, /A, Yo) (devido a (c))
= X OL(B).

Logo: L(B) = N(A) e, portanto, Ny 0 Ls
Entao, pelos dois lemas anteriores, fica provada a proposicao Ly = N, ou seja,
a classe das linguagens aceitas por estado final e a classe das linguagens
aceitas por pilha vazia sao a mesma classe.

+ Proposicao: Ly = Ny = { L O 2* | L é linguagem livre de contexto } (ou seja, a
classe das linguagens reconhecidas por autdmatos com pilha é a classe das
linguagens livres de contexto).
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4

Lema: Se L € uma LLC entao L = N(A) para algum automato com pilha A.
Prova: Seja G = (N, Z, P, S) uma GLC tal que L = L(G).

ConstrurA=({q}, 2, NOZ 9 q,S, 0)com ddada por:

a) o(q,AN,B)={(q,x)|B->x0OP}

b) &q,a,a)={(, A} alz

Sera provado, inicialmente, por inducao no comprimento da derivacao, que:
[Sc="ua;udz*, a O(NOZ*] = [OwOZ* (q, uw, S) ,>" (g, w, a) ]
Base: [S =S ] = [Ow OZ* (q, w, S) »°(q, w, S) ] (trivialmente)
Hipdtese indutiva: a proposicao vale para derivagdes de comprimento n.
Passo da inducao: Seja S ;=" u;Au;0 = U;U,Us0

ra Y
Entao:
Ow 0O Z*, (g, u;u,usw, S) =" (q, u,usw, Ausa)  ( hipotese indutiva )
— (g, U,Usw, u,usa) (de(a)edeA - u,0P)
=" (q, w, a) (de (b))

Particularizando esse resultado para a = w = A, temos:
[Se="u;ulZ*]=1[(q,u,S) =" (9, A\ A)]
e, portanto, L(G) O N(A).
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Exercicio: Mostrar, por indugao no numero de transicoes, que:
[(ql UWI S)AH* (ql WI G) ] — [ SG:>>|< ua ]
Particularizando esse resultado para a = w = A, temos que N(A) O L(G).
Portanto: L = L(G) = N(A).
Exemplo: E-E+T|T
T-T*F|F
F - x| (E)

O reconhecedor para a linguagem gerada por essa gramatica pode ser
construido a partir do lema anterior, ou seja:

A={q}, %, 20{ET,F}, 93 q,E, 0)ondeZ={x,+,* (,) }eddada
por:

o(a, A, E)={(q, E+T), (q, T) }

o(q, A, T)={(q, T*F), (q, F) }

o(a, A, F) ={(qa, x), (q, (E)) }

oq,a,a)={(q, N} alz
Seja a expressao: x + x * x. Temos as seguintes transicoes de A:
(g, x+x*x, E) > (g, x+x*x, E+T) > (g, x+x*x, T+T) — (q, x+x*x, F+T) —
(g, x+x*x, x+T) =2 (g, x*x, T) = (g, X*x, T*F) = (g, x*x, F*F) =
(q, X*x, x*F) =2 (q, X, F) = (g, X, X) = (q, A\, A)
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+ Observando as transicoes de A:
(g, x+x*x, E) > (g, x+x*x, E+T) > (g, x+x*x, T+T) > (g, Xx+x*x, F+T) —
(g, x+x*x, x+T) =2 (g, x*x, T) = (q, x*x, T*F) = (q, x*x, F*F) >
(g, x*x, x*F) =2 (q, X, F) = (q, X, X) = (g, A\, \)
notamos que a fita de entrada contém, a cada instante, a parte da cadeia de

entrada que falta ser analisada e que o conteudo da pilha simula uma
derivacao mais a esquerda:

E=E+T = T+T = F+T = X4+T = X+ T*F = x+F*F = x+x*F = x+x*x

Esse automato com pilha € conhecido como reconhecedor descendente ou
analisador sintatico descendente (“top-down parser”) porque como simula
derivagoes mais a esquerda, constrdi a arvore sintatica da cadeia de entrada,
de cima para baixo. Note que:

E/-||-\T
I

| P

F r X
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+ Entretanto, como podemos observar da definigdo da fungdo &, o automato A €
nao determlnlstlco sendo que as transicoes mostradas foram escolhldas
convenlentemente a cada passo. Uma questdo interessante: “E posswel
automatizar esse processo?”. Resposta: Sim. Algoritmo: analise sintatica
descendente com retorno (“top-down backtrack parsing”):

1.

ELFS, 2008

comecar a arvore sintatica pelo simbolo inicial da pilha (que € o simbolo
inicial da gramatica). Esse simbolo € o no ativo inicial. Executar, em
seguida, os passos 2 e 3 recursivamente.

se 0 no ativo € um nao-terminal A, escolher a primeira A-producao ainda
nao utilizada, A - X,X,...X, e criar na arvore sintatica, X, X,, ..., X, como
descendentes diretos de A. Marcar o primeiro desses descendentes (o
mais a esquerda) como ativo.

se o nd ativo € um terminal a, entao compara-lo com o simbolo atual de
entrada (simbolo que esta sendo lido na fita de entrada). Se eles forem
iguais, entao tornar ativo o simbolo imediatamente a direita de a na
arvore e avancar a cabeca leitora para o proximo simbolo de entrada. Se
eles forem diferentes, retornar ao ultimo nao-terminal A expandido para o
qual existe uma A-producao ainda nao utilizada e atualizar o simbolo de
entrada.

se nao existe no ativo e todos os simbolos de entrada foram lidos, entao
a analise sintatica termina com sucesso (a cadeia foi reconhecida). Caso
contrario, rejeitar a cadeia (existe um erro sintatico na cadeia).
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+ Exemplo: Seja a gramatica: S — aSbSs | aS | c.
Seja a cadeia de entrada: aacbc.

Arvore Cadeia Observacdes
S aacbc | em vermelho: nd ativo e simbolo
de entrada que esta sendo lido.
//S\\ aacbc | escolhe-se a primeira alternativa
a S b S para expandir S.
S aacbc | o simbolo de entrada “casa” com o
5 /s/ \b\s no da arvore; o proximo simbolo é

considerado.

aacbc | escolhe-se a primeira alternativa
// \\ para expandir S.
///”///::;;/ \;\\\\\\\\\

\ 17, , ]
// \\ aacbc casar,ngnto cJe swpbolos, passar

a a0 proximo no da arvore.

//\\
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+ continuando...

// \\
|

C

Arvore Cadeia Observacdes
aacbc | o simbolo S foi expandido; a
// \\ escolha, no entanto, € incorreta
// \\ porque nao ha “casamento” de
a terminais; tentar a proxima
a /s/ \b\ alternativa para a expansao de S.
// \\ aacbc | essa alternativa também é
incorreta; tentar a proxima
/////?77/\T\\\\\\ alternativa.
/ \
aacbc | “casamento”
///”///::;;/ \;\\\\\\\\\
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Para mais detalhes sobre esse algoritmo ver:

AHO & ULLMAN - “The theory of parsing, translation and compiling”, vol. I, p.
289-291.

Esse algoritmo apresenta os seguintes inconvenientes:

a) 0 numero de passos necessarios para uma analise pode ser muito grande
(o algoritmo tem complexidade assintotica exponencial);

b) a capacidade de indicar erros em cadeias de entrada mal formadas €
muito pequena.

Existe um grande interesse, para a construcao de compiladores, em
analisadores sintaticos eficientes, ou seja, analisadores que evitem esses
inconvenientes.

A seguir serao estudadas classes de GLC para as LLC

quais podemos evitar o “backtracking” e construir

reconhecedores eficientes (analisadores com

complexidade linear no espago e no tempo). Essas LLCD
classes de gramaticas - LL(k) - no entanto, nao

geram todas as LLC, apesar de existir forte evidéncia

de que essas gramaticas sejam adequadas para

especificar as caracteristicas sintaticas de linguagens

de programacao.
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Notacao: LL(k) - classe das linguagens geradas por gramaticas LL(k).
Intuitivamente:
Seja G = (N, Z, P, S) uma gramatica nao ambiglia e w = a,...a, uma cadeia
de L(G). Existe entao uma unica sequéncia de formas sentenciais obtidas por
derivagao mais a esquerda, a,, ..., o,, tal que:
S=0y0=0,0<i<m)a,=w

SeJa o; = a;...aAB. Se a,; puder ser determinada conhecendo -Se apenas

.3 (|sto e, a parte da cadeia de entrada que ja foi lida), A (isto &, o nao-

termlnal a ser substituido em seguida) e aj, ;...a;, para algum |nte|ro k, entao
a gramatica G é uma gramatica LL(k).

Definicao: Seja G = (N, Z, P, S) uma GLC. Define-se o conjunto First,(a), de
todos os prefixos de comprimento k (ou das cadeias de comprimento menor
do que k) que podem ser derivados de a por:

First (o) ={x0XZ* |a="xB, | x| =koua="x, | x| <k}

Definicao: Seja G = (N, 2, P, S) uma GLC. Dizemos que G ¢é LL(k), para algum
inteiro k, se sempre que existirem duas derivacoes mais a esquerda:

S =" wAa = wBa =" wx 2

S =" wAa = wya =" wy tais que First, (x) = First,(y), entao B =y.
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+ Exemplo: Seja G com producoes: S-aAS|b
A - a | bSA

Neste caso, G € LL(1) porque dado o nao-terminal mais a esquerda de uma
forma sentencial (S ou A) e o proximo simbolo de entrada (a ou b, pois do
contrario a cadeia é mal formada) so existe uma producao de G capaz de
derivar esse simbolo.

+ Exercicio: Mostrar (formalmente) que G é LL(1).
+ Definicao: Uma GLCG = (N, %, P, S) é LL(1) simples se G é A-livre e dado um
par (A,a)comAONeal?Z, eX|ste no maximo uma producao A - aa, a O
(N O X)*.
+ Exemplos:
1. Seja G com producoes:S - A | abA
A-Saal|b
Vamos mostrar que G € LL(2). Seja:
S =" wSa = wBa =" wx e S =" wSa = wya =" wy

onde x e y comegcam com 0s mesmos 2 simbolos. As Unicas duas maneiras de
S aparecer numa forma sentencial sao:

a) w=a=A (ouseja, S="wSa &, na verdade, S =0 5)

b) a ultima producao usada para se chegar na forma sentencial wSa foi:
A - Saa. Logo: a = A ou a comega com aa.
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Sejam as derivacdes: wSa = wpa e
wSa = wya

Como x e y devem comegar com 0s mesmos 2 simbolos, deve-se usar S - A
ou S - abA em ambas as derivacoes, pois do contrario, como a = A ou a
comeca com aa, uma cadeia (por exemplo, x) seria A ou comecaria com aa,
a0 passo que a outra comecaria com ab.

Logo:
se for usada a producao S - Ateremosque B=y=A
se for usada a producao S — abA teremos que 3 = y = abA
+ Exercicio: Completar a prova, isto €, considerar o caso:
S =" wAa = wBa =" wx e S =" wAa = wya =" wy
2. Seja G com producoes:S - A | B
A - aAb| 0
B - aBbb |1
Vamos mostrar (informalmente) que G nao é LL(k), para qualquer k.

Ao analisar uma cadeia de a’s, nao € possivel saber qual a producao S - A ou
S - B foi usada no inicio da derivacao dessa cadeia, até que seja encontrado
um 0 ou um 1. Logo, como a cadeia de a’s pode ser arbitrariamente grande,
para qualquer inteiro k, sera sempre possivel escrever:

S=0S = A =" ak0bk e S=0S =B ="akibz
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+ Teorema: SejaG = (N, %, P, S) uma GLC. Gé LL(k) = seA - Be A - ysao
produgoes distintas de P, entao First (Ba) n First, (ya) = O para todo wAa tal
que S =™ wWAQ.

+ Prova:

(O ) Sejam w, A, a, 3, ycomo no enunciado. Seja x um elemento de
First,(Ba) n First (ya). Logo, pela definicao de First, temos:

S =" wAa = wBa =" wxy
S =" wAa = wya =" WXz
para algumyez(se| x| <kentaoy =z = A). Portanto, como B #y, G nao é
LL(K).
( = ) Exercicio!
+ SejaG=(N, Z, P,S) uma GLC, A-livre. Queremos determinar se G € LL(1).
Pelo teorema acima temos:

G é LL(1) - para todo nao-terminal A, com A-producdes A - ay | ... a,
First,(a,), ..., First;(a,) sao disjuntos dois a dois.

+ Exemplo: S - aSs
S - a nao € LL(1), pois: First,(aS) = {a} = First,(a).

E se a gramatica nao for A-livre?
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+ Definicao: Seja G = (N, Z, P, S) uma GLC. Seja B O (N O X)*. Define-se o
conjunto Follow,(B) (conjunto de cadeias de simbolos terminais que podem
aparecer imediatamente a direita de B numa forma sentencial) como:
Follow,(B) = { w | S =" aBy e w [ First,(y) }

+ Exemplo: Follow,(A) € o conjunto de simbolos terminais que podem aparecer
imediatamente a direita de A numa forma sentencial qualquer. Além disso, se
aA é uma forma sentencial possivel, entao A O Follow,(A).

+ Teorema: Uma GLC,G=(N, =, P,S), € LL(1) = para cada nao-terminal A, se
A - BeA - ysao producoes distintas de P, entao:

First,(BFollow,(A)) n First,(yFollow,(A)) = [
+ Prova: Exercicio!

+ Definicao: Seja G uma GLC. Sejam A — B e A - vy, A-producoes distintas de
G. Se First (BFollow,(A)) n First, (yFollow,(A)) = O entao G é denominada
gramatica fortemente LL(k).

+ Observe que, numa gramatica fortemente LL(k), dadas duas derivacoes mais
a esquerda: S =" wAa; = wpa; =" wx
S =" wAa, = wya, =" wy
tal que os primeiros k simbolos de x sao iguais aos primeiros k simbolos de vy,
entao B = y. Do teorema acima, nota-se que toda gramatica LL(1) € uma

gramatica fortemente LL(1). Entretanto, para k > 1, existem gramaticas LL(k)
que nao sao fortemente LL(k).
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+ Exemplo: Seja a gramatica G: S - aAaa | bAba

A-Db|A
a) Verificacao se G € LL(1):
1) S - aAaa
S - bAba S=0S (wW=a=A)

ELFS, 2008

First,(Ba) = First,(afaa) = {a}

First,(ya) = First;(bAba) = {b}

Logo: First;(Ba) n First,(ya) = O para as S-produgoes.
2) A-b

A A

Uma possivel forma sentencial na qual A aparece é bAba (S = bAba).
Nesse caso (w = b e a = ba) temos:

First,(Ba) = First,(bba) = {b}
First,(ya) = First,(ba) = {b}

Logo: First;(Ba) n First,(ya) # O para as A-produgoes e, portanto, G
nao € LL(1).

Intuitivamente: estando A no topo da pilha e olhando b na cadeia de
entrada, nao é possivel decidir se A deve ser expandido (usando A - b)
ou se A deve ser desempilhado (usando A - A).
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b) Verificacao se G € LL(2):
1) Firsty(aAaa) n First,(bAba) = [
2) ParaS=aAaa (w=a;a=aa)
First,(baa) n Firsty(aa) = O

ParaS = bAba (w =Db; a = ba)
First,(bba) n First,(ba) = [
Logo: G é LL(2).

c) Verificacao se G € fortemente LL(2):

Follow,(A) = {w | S = aAaa e w [ First,(aa) ou
S = bAba e w [ Firsty(ba) } = { aa, ba }

Entao: First,(BFollow,(A)) n First,(yFollow,(A)) pode ser:

1) Firsty(baa) n First,(aa) = O
2) First,(bba) n First,(aa) = O
3) First,(bba) n First,(ba) = O

A-b

S = bAba = bbba
A A

S = bAba — bba

4) Firsty(baa) n First,(ba) = {ba}
Portanto: G nao é fortemente LL(2).
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Portanto, com A no topo da pilha e os
simbolos ba como os dois préximos simbolos
da entrada nao é possivel decidir se A deve
ser expandido (para b) ou se A deve ser
desempilhado.
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wla|x|.. fita de entrada
| —» cabeca de leitura

Contr0|e ::> b pllha
finito (M) | cabeca

de leitura
e escrita

a

$

+ Os movimentos do reconhecedor serao especificados por uma tabela de
analise M : (N O = O {$}) x (= O {A}) definida por:

1)

2)
3)
4)
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se X ~ B é ai-ésima producao em P, entao:
M(X, a) = (B, i), para todo a O First,(B), a # A.

Se A O First;(B) entdao M(X, b) = (B, i), para todo b O Follow,(X).
M(a, a) = POP, para todo a (I 2.

M($, A\) = SUCESSO
M(X, a) = ERRO, para os demais casos.
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+ Num movimento, o simbolo a ser lido (a) e o simbolo no topo da pilha (X) sao
determinados. Entao a entrada M(X, a) na tabela de analise € consultada para
determinar a transicao a ser feita. Seja a = First;(x).

1) se M(X, a) = (B, i) entao (x, Xa) — (X, Ba)

2) se M(a, a) = POP entao (x, aa) = (X/, a) com x = ax’

3) M($, A) = SUCESSO indica que (A, $) é configuracao final

4) se M(X, a) = ERRO entao (x, Xa) é configuracao terminal.
+ Exemplo: Seja a gramatica:

ELFS, 2008

® Nk WD

E - TE
E' - +TE'
E' - A
T - FT'
T - *FT’
T 5 A
F - (E)
F - a

Para construir a tabela M, devemos determinar:

First,(TE) ={(,a }

First,(+TE) ={ + }

Como E" = A OP, Follow,(E") = { A, ) }
First,(FT) ={(,a }

First,(*FT") = { * }

Como T - A OP, Follow(T) ={ A, +,) }
First,( (E) ) ={(}

First,(a) ={a }
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Tabela de analise:

Seja a cadeia: a+a*a
(a+a*a, E$)
— (a+a*a,
— (a+a*a,
— (a+a*a,

TE'S)
FT'E'S)
aT'’E'$)

— (+a*a, T'E'$)
— (+a*a, E'$)
— (+a*a, +TE'$)
— (a*a, TE'$)

— (a*a, FT'E'$)
— (a*a, aT'E'$)
— (*a, T'E'$)

— (*a, *FT

E'$)

— (a, FT'E'$)
— (a, aT'’E'$)

+ * ( ) a N

E TE', 1 TE', 1

E' | +TF, 2 A, 3 A 3

T FT', 4 FT', 4

T | A6 | *FT',5 A, 6 A, 6

(E), 7 a, 8

+ | POP

* POP

( POP

) POP

a POP

$ SuC
Analise sintatica (sequéncia de derivacdes mais a
esquerda):
124=28=26=22=24=>8=>5=8=6=3

= (A, E'$)
= (A, $)

— (A, TE'$)

1
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sucesso!
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Analisadores Sintaticos LL(1)

1. EL TE Analise sintatica (sequéncia de derivacdes mais a
2> E' . +TF esquerda):
3. EE - A 124=28=26=22=24=8=5=8=6=3
4, T - FT’
5. T" - *FT’ e i
6. T - A Arvore sintatica de a+a*a
8. F_a / \ /!\
+
| | /\ i
a N F
| /I\
a T
\ |
a A

+ Como vimos, uma maneira de reconhecer LLC € por meio de um analisador
sintatico descendente. Outra maneira € por meio da analise sintatica
ascendente (“bottom-up parsing”). Na analise sintatica descendente tenta-se
construir a arvore sintatica da raiz (simbolo inicial da gramatica) para as folhas
(simbolos da cadeia de entrada).
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Analise Sintatica Ascendente

+ Na analise sintatica ascendente constrdi-se a arvore das folhas para a raiz, da
seguinte maneira:

a) considera-se a cadeia que esta no topo da pilha e verifica-se se existe
uma producao cujo lado direito corresponde a esses simbolos. Se existir,
troca-se os simbolos do topo da pilha - que serao denominados leque
(“handle”) - pelo lado esquerdo da producao (essa operacao sera
denominada reducao).

b) se nenhuma redugao € possivel, empilha-se o proximo simbolo da cadeia
de entrada, move-se a cabeca leitora para o proximo simbolo de entrada
e 0 processo e reiterado.

c) ao se chegar ao fim da cadeia sem que nenhuma reducao seja possivel,
retorna-se a configuracao (isto €, posicao da cabeca leitora e conteudo da
pilha) anterior a ultima reducao e tenta-se outra alternativa.

+ Esse método, conhecido como analise sintatica ascendente com retorno
(“bottom-up backtrack parsing”) considera todos os possiveis movimentos de
um automato com pilha nao deterministico para a gramatica sendo, portanto,
muito ineficiente. Além disso, A-producoes causam dificuldade pois, pode-se
fazer um nUmero arbitrario de reducdes nas quais A é “reduzida” a um nao
terminal.

+ Para mais detalhes sobre esse algoritmo ver: AHO & ULLMAN - “The theory of
parsing, translation and compiling”, vol. I, p. 303-304.
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4

ELFS,

Exemplo: Seja a gramatica: 1. S - AB
2. A - ab
3. B - aba
e a cadeia de entrada: ababa. A andlise sintdtica ascendente sera:
fita de entrada | pilha operacao arvore
ababa $ empilha
ababa A empilha
ababa ab reduz com 2 b
ababa A empilha A
a
ababa Aa empilha /A\
a a
A
ababa Aab | reduz com 2 N
a a b
ababa AA empilha A A
a R a R b
ababa_ AAa N S \b
a a

2006

06



Analise Sintatica Ascendente

fita de entrada

pilha

operacao

arvore

ababa__

AAa

A A
a b a b

+ Nesse ponto chegamos ao fim da cadeia de entrada e nenhuma redugao €
possivel. Devemos voltar a configuracao anterior a ultima reducao:

ababa Aab | reduz com 2 /A\
a b a b
+ Como nao ha alternativa para redugao, devemos tentar o empilhamento:
A
ababa_ Aaba | reduz com 3 N
a b a b a
ababa AB | reduz com 1 A B
///// \\\\\ /////////l;\\\\\\\\
a b a a
ababa__ S

/ \
/ \ /L\

ELFS, 2008
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Analise Sintatica Ascendente

Gramatica: 1. S - AB

2. A - ab / \
3. B - aba /\ /L\

2

Reverso da sequéncia de producodes usadas nas reducoes: 1 = 3 = 2

+ Nesse caso, como chegamos ao fim da cadeia de entrada com o simbolo inicial
da gramatica no topo da pilha, a analise sintatica termina com sucesso. O
reverso da sequéncia de producoes usadas nas reducoes ira corresponder a
uma derivacao mais a direita da cadeia de entrada:

S = AB = Aaba = ababa

+ A seguir vamos mostrar uma classe de gramaticas livres de contexto -
denominadas gramaticas LR(k) - para as quais € possivel construir
analisadores sintaticos ascendentes deterministicos e, portanto, eficientes.

+ Existem duas decisdoes que um analisador ascendente deterministico deve
tomar:

a) determinar, em cada movimento, se empilha um simbolo de entrada ou
se faz uma reducao (isto e equivalente a determinar a extremidade direita
de um leque);
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Analise Sintatica Ascendente

b) uma vez determinado o leque na pilha (isto €, determinado sua
extremidade esquerda) determinar qual producao usar na reducao.

Intuitivamente, uma GLC é LR(k) se dada uma derivacao mais a direita:
S=ay=>0,=..=>0,=2Z
onde a,; = aAw, a, = apw (ou seja, B € o leque de a)) e B = X;X,...X,, entao:
a) conhecendo-se aX;...X; € 0s primeiros k simbolos de X;, ;...X,w, pode-se
estar certo de que o extremo direito do leque s6 sera aIcangado quando j = n.

b) conhecendo-se af €, no maximo, os k primeiros simbolos de w, sempre sera
possivel determinar que B € o leque e que B deve ser reduzido para A.

+ Definicao: Seja G = (N, %, P, S) uma GLC. G é LR(k) (k = 0) se, sempre que:
1. S="aAw = afw
2. S="yBx = afy
3. First (w) = First,(y)
entao: aAy = yBx (ou seja, a =y; A =B; y = x).
+ Intuitivamente, essa definicao diz que se apw e afy sao formas sentenciais de
G, se First,(w) = First,(y), e se A - B foi a ultima producao usada para obter

aBw numa derivacao mais a direita, entao A - B deve também ser usada
para reduzir afy.
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+ Vamos, a seguir, discutir (informalmente) o funcionamento de um algoritmo
de analise sintatica para gramaticas LR(k). Os movimentos de um analisador
LR(k) sao especificados por tabelas que contém todas as informacoes
necessarias a analise, ou seja:

= empilhar ou reduzir?
= que producao usar numa reducao?

Uma das tabelas € denominada tabela inicial e cada tabela LR(k) consiste de
duas funcoes:

1. Funcao de analise:
f: X% - { empilha, reduz com i, erro, sucesso }

2. Funcao de movimento:

g:(NOZX) - (PO{erro} ), onde P € o conjunto de todas as tabelas
LR(K).

A idéia da funcao de movimento g € evitar que a pilha precise ser analisada a
cada passo para saber quando o leque aparece no topo (os valores de g sao
como estados de um autdmato reconhecedor de leques; os estados do
automato serao empilhados também e o estado no topo da pilha corresponde
ao estado que o autdmato estaria se tivesse lido a pilha de baixo para cima).
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Algoritmo de analise

+ Seja (w, T,) a configuragao inicial do analisador, onde w € a cadeia de entrada
(conteudo da fita de entrada) e T, € a tabela LR(k) inicial (topo da pilha).

1) determinar a cadeia a ser lida u, constituida pelos proximos k simbolos de
entrada.

2) determinar f(u) para a tabela T do topo da pilha
a) se fr(u) = “empilha”, entao (ap, a) — (B, aag(a))
b) se fr(u) = “reduz com i” e a i-ésima producao € A - 3, entao:
(y, aXB) = (y, aXAgy(A)),onde X O Pe | B | =2] 8] (ou seja, sao
removidos da pilha, o leque e todos os valores de g associados a ele)
c) se fy(u) =“erro”, entao terminar

d) se fr(u) = “sucesso”, entao o reverso da sequéncia de numeros de
producoes usadas nas reducoes do passo (b) é a analise sintatica
ascendente de w (ou, equivalentemente, € a sequéncia de derivagoes
mais a direita de w).
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Exemplo: Seja a gramatica LR(1):
Sejam as tabelas:

f g

a|b Ajla|b
To | 2 T,
T, | E T,
T,| 2| 2 T3
T; | E | E T, | Ts
T, | 2| 2 T,
Ts | 2
T | E | E T, | T,
T, 1|1

1.
2.

A
A

—

—

AaAb
N\

Seja a cadeia de entrada w = aabb.
(aabb, T,) — (aabb, T,AT,)
pois fr (@) = 2; 2. A - A; g1 (A) = Ty
— (abb, T,AT,aT,)
pois fr (a) = “empilha”; gr,(a) = T,
— (abb, T,AT,aT,AT;)
— (bb, T,AT,aT,ATsaT,)
— (bb, T,AT,aT,AT;aT,AT)
— (b, T,AT,aT,AT;aT,ATbT,)
— (b, T,AT,aT,AT5;)
— (A, T,AT,aT,AT;bTe)
= (/\I TOATl)
— SUCESSO

onde: E = “empilha”; nUmero i = “reduz usando
producao i”; S = “sucesso” e as entradas em
branco correspondem a configuracoes de erro.
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+ Neste caso, a sequéncia de producoes usadas nas reducoes € 22211. Logo,
11222 € a analise sintatica ascendente de aabb. Como as producgodes sao:

1. A - AaAb
2.A 5 A
a sequéncia de derivacoes mais a direita €:
A = AaAb = AaAaAbb = AaAabb = Aaabb = aabb

+ Como mostramos anteriormente (slide 80), a classe das linguagens geradas
por gramaticas LL(k) € um subconjunto préprio das linguagens livres de
contexto deterministicas. A classe das linguagens geradas por gramaticas
LR(k), no entanto, € a mesma classe das linguagens livres de contexto
deterministicas, ou seja:

LLC

Para mais detalhes sobre gramaticas LR(k) e
analisadores sintaticos ascendentes deterministicos,
ver:

AHO & ULLMAN - “Principles of compiler design”, p.
197-244.

AHO & ULLMAN - “The theory of parsing, translation
and compiling”, vol I, p. 368-396.

LLCD=LR(K)
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