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Geoestatística não Linear: por Indicação
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INTRODUÇÃO: Definições Iniciais da Geoestatística
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INTRODUÇÃO: Variografia – Análise estrutural de dependência espacial

Semivariogramas
experimental 
conceitual 

(teórico ou 
matemático) 
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Principais conceitos teóricos

5

Predições: Determinística x Estocástica

• Determinística
• O valor z *(u) é estimado como uma 

Variável Determinística. Um único 
valor é associado a sua localização 

espacial. 
• As incertezas não são associadas às 

estimativas.

• Estocástica
• O valor z *(u) é considerado como 

Variável Aleatória, que tem a sua 
função de distribuição de probabilidade 
associada aos seus possíveis valores. 

• As incertezas podem ser associadas às 
estimativas.

• Importante: as amostras são realizações 

das Variáveis Aleatórias. 

z*(u)?

+

z*(u) = K

fda

o Amostras

+ Estimativas
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• Introdução (de Deutsch and Journel, 1998)

• A Krigeagem(por exemplo, krigeagem simples) possibilita 

estimativas de valores de um atributo espacial considerando o 
seguinte estimador linear:

• Os pesos λ são avaliados para minimizar o erro da variância, 
também chamado “variância de estimativa”. Essa minimização 
resulta em um conjunto normal de equações do tipo:

• A variância de estimativa minimizada, ou variância de 
krigeagem, é dada por:

6
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Avaliação da Incerteza Local

Mapa de 
estimativas

Mapa de 
variâncias
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Segundo Journel (1988): K. = k =>   = K−1k

Substituindo os valores de Cij nas matrizes encontram-se

os pesos 1, 2, ..., e n.

Estimador de Krigeagem (Journel, 1988): 𝑍x0
∗ = ෍

i=1

n

λi 𝑍 𝐱𝐢

Variância de Krigeagem (Journel, 1988):                           𝜎ko
2 = C0 + C1 − λTk𝜎ko
2 = C0 + C1 − λTk

Os elementos das matrizes de covariâncias são calcu-

lados da seguinte forma (Journel, 1988):

Krigeagem Ordinária: Cálculo dos pesos das amostras

C(h) = C(0) − (h)
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• Introdução (de Deutsch and Journel, 1998)

• O mapa de variância de krigeagem mostra que seus valores são proporcionais as 
distâncias das localizações u das amostras:
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z

f(z
)

2 2

Avaliação da Incerteza Local

• Importante: A variância de krigeagem, sendo independente dos valores dos 
dados,  somente fornece uma comparação geométrica alternativa das 
configurações das amostras. As variâncias de krigeagem não são, usualmente, 
medidas de acurácias das estimativas locais. 
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• Introdução (de Deutsch and Journel, 1998)

• A Abordagem MultiGaussiana (MG): Se o 

modelo da FA de Z(u) é Gaussiano Multivariado, 
então as estimativas e variâncias da krigeagem 
linear identificam a média e variância de suas fda
posteriores. Além disso, desde que a fda é 
Gaussiana, ela é total/e determinada por esses 2 
parâmetros (Abordagem Paramétrica). Como 

verificar que  FA é multigaussiana?

• A abordagem da Krigeagem por Indicação 
(IK): Se o interesse é só por avaliar valores de 
média e variância, os procedimentos da 
geoestatística linear são suficientes. Caso 
contrário, a Krigeagem por Indicação 
“Indicator kriging” fornece métodos não 
lineares para a estimativa aproximada de uma 
fdac , F(u,z), que modela a incerteza sobre z(u). 
Abordagem, ou procedimento, não paramétrica.

Modelagem da Incerteza Local

z

f(z
)

2 2

c
p
k

zk

F(u,z)

z
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Modelagem por Geoestatística por Indicação

Parte I

Krigeagem por Indicação para 

variáveis contínuas
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• Variáveis contínuas

• Transformação por Indicação e propriedades

Ao invés da VA Z(u), considere sua transformação binária por indicação I(u;zk) definida como: 

A Krigeagem da VA por Indicação RV I(u;z) fornece uma estimativa que é também a melhor 
estimativa não tendenciosa e de mínimos quadrados (LS) da expectativa condicional de I(u;z). 
Essa estimativa condicional de I(u;z) é igual à fdac local de Z(u), ou seja:

Importante: Assim, a Krigeagem por Indicação não objetiva estimar 
valores de média e variância de z(u), mas fornecer um modelo de 
incerteza, a fdac, sobre z(u).

E 𝐼 𝐮; 𝑧𝑘)|(𝑛) = 1 ⋅ Prob 𝐼(𝐮; 𝑧𝑘) = 1|(𝑛) + 0 ⋅ Prob 𝐼(𝐮; 𝑧𝑘) = 0|(𝑛)
= 1 ⋅ Prob 𝐼(𝐮; 𝑧𝑘) = 1|(𝑛) = Prob 𝑍 𝐮 ≤ 𝑧𝑘 |(𝑛) = 𝐹( 𝐮; 𝑧𝑘|(𝑛))

𝐼(𝐮; 𝑧𝑘) = ቊ
1, se 𝑍(𝐮) ≤ 𝑧𝑘
0, se 𝑍(𝐮) > 𝑧𝑘

Procedimento por Indicação
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Procedimento por Indicação

12

• Variáveis Contínuas

• Estimativa do Modelo de Incerteza
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• Variáveis Contínuas

• Avaliação do modelo de incerteza

z fdac
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Semivariogramas por 
Indicação: Um para cada corte

Krigeagem 
Linear

Procedimento por Indicação
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• Variáveis Contínuas

• Avaliação do modelo de incerteza (Ilustração) : Usando-se K valores de 
cortes, ou limiares, em conjunto com os valores mínimos e máximos (neste caso 
K=4, zmin=0 and zmax= 3)

fdac com ajuste linear

z fdac

0.0 0.0

-3.6 0.13

-2 0.375

-.55 .6

1 .9

3 1

Modelo de 
Incerteza de Z 

(fdac ou F(u,z|(n))

Procedimento por Indicação
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• Variáveis Contínuas

• Correção de desvios de relação de ordem (Goovaerts, 1997) – a representação da 

fdac final, F(u,z|(n)), deve ser uma função não decrescente e deve  ficar no intervalo [0,1], 
tornando, assim, necessário essas correções. 

ccdf

zmin
Valores de Z

1

0

zmax

F(u,z|(n)
Avaliado

Corrigido

Procedimento por Indicação
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• Variáveis Contínuas

• Estimando-se parâmetros da VA (média e variância)

• O valor médio pode ser estimado, a partir de uma fdac discreta, por:

onde z’k = (zk +zk-1)/2

• Usando-se o valor esperado acima, a variância pode ser estimada, 
similarmente ao valor médio, por:
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Procedimento por Indicação



29/11/2021Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE

17

Divisão de Processamento de Imagens - DPI

17

fdac com ajuste linear

• Variáveis contínuas

• Exemplo de Estimativa de 
parâmetros (média e 
variância) de um VA 
discretizada usando Excel.

Uncertainty Model of z at location u

0
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Procedimento por Indicação
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• Variáveis Contínuas

• Estimando-se parametros da VA ( mediana e quantis)

• O valor da mediana, q.5 , pode ser estimado, a partir de uma 
fdac discretizada, como o valor de z com probabilidade igual a 0.5.

• Similarmente pode-se estimar qualquer valor de quantil q.

fdac com ajuste linear

z fdac
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O valor da mediana é 
mais robusto do que o 
valor da média para 
distribuições assimétricas

Procedimento por Indicação
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• Variáveis Contínuas

• Exemplos de Mapas de Predições (Mapas de Dirichlet, de média e de mediana)

687.0

911.0

687.0

911.0

Procedimento por Indicação
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• Variáveis Contínuas

• Avaliação de Incertezas por Intervalos de Confiança

• Desvios Padrão: desvio do valor médio. Considerando-se somente um 
desvio padrão define-se o valor incerteza como:

• Quantis: separa as realizações por probabilidades. Por exemplo, o 
intervalo interquartil é definido como:

Procedimento por Indicação

Inc 𝐮 = 2𝜎 𝐮 onde Prob 𝑍 𝐮 ∈ 𝜇 𝐮 Z ± 𝜎 𝐮 ≈ 0.68

Inc 𝐮 = 𝑞0.25; 𝑞0.75 onde Prob 𝑍(𝐮) ∈ 𝑞0.25; 𝑞0.75 | 𝑛 = 0.50
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• Variáveis Contínuas

• Exemplos de Mapas de Estimativas e de Incertezas

25

513

687

909

Mapas: (a) médias com amostras, (b) médias, (c) incertezas por 1 desvio padrão e 
(d) incertezas por variância de krigeagem linear

Como interpretar o mapa (c)? Porque os mapas (c) e (d) são tão diferentes?

(a) (b) (c) (d)

Procedimento por Indicação
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Modelagem por Geoestatística por Indicação

Parte II

Krigeagem por Indicação para 

variáveis categóricas 

(temáticas)
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• Introdução

• Modelagem espacial: Variáveis Contínuas x 
Variáveis Categóricas (Temáticas)

• A Krigeagem linear (simples, ordinária,...) é usada para 
estimativas de atributos contínuos pela equação:

• Como modelar variáveis categóricas? É possível utilizar a 
geoestatística para obter-se modelos de incerteza a partir de 
amostras pontuais de VA categóricas? Como?

• Solução Determinística: Estimador por vizinho mais 
próximo. Quais as desvantagens desse modelo? Como 
avaliar a qualidade dessa modelagem determinística?

𝑍∗ 𝐮 = ෍

𝛼=1

𝑛 𝐮

𝜆𝛼 𝐮 ⋅ 𝑍 𝐮𝛼 + 1 − ෍

𝛼=1

𝑛 𝐮

𝜆𝛼 𝐮 ⋅ 𝑚

Modelagem por Indicação – Variáveis Categóricas 
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Modelagem por Indicação – Variáveis Categóricas 

• Introdução 

• Variáveis Aleatórias Categóricas

• Definição: Uma VA categórica S(u) é composta por um 
conjunto de valores categóricos (discretos) que estão 
associados a um modelo de incerteza, uma função de 
distribuição de probabilidade (fdp), representando a 
distribuição de probabilidade de seus valores.

• Propriedades

• Cada um dos sk valores, ou classes,  (A, B, C, ...) está 
associado a uma probabilidade de ocorrência pk  [0,1].

• A soma das probabilidades de todas as classes em 
uma localização espacial u é igual a 1

• Importante: Qualquer fdp categórica pode ser 
transformada em uma fdpa, acumulada, considerando-
se uma ordenação a priori das classes.

( ) ( ) 
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kk spp
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• Variáveis Categóricas

• Transformação por Indicação e propriedades

Ao invés da FA S(u), considere sua transformação binária por indicação I(u;zk) como: 

A Krigeagem da VA por Indicação RV S(u;z) fornece uma estimativa que é também a 
melhor estimativa não tendenciosa e de mínimos quadrados (LS) da expectativa 
condicional de I(u;z). Essa esperança condicional de I(u;z) é igual à fdp local de S(u), 
ou seja:

Importante: Assim, a Krigeagem por Indicação para variáveis 
categóricas não objetiva estimar classes s(u), mas fornecer um 
modelo de incerteza, a fdp de S(u) condicionada às amostras.

E 𝐼 𝐮; 𝑠𝑘)|(𝑛) = 1 ⋅ Prob 𝐼(𝐮; 𝑠𝑘) = 1|(𝑛) + 0 ⋅ Prob 𝐼(𝐮; 𝑠𝑘) = 0|(𝑛)
= 1 ⋅ Prob 𝐼(𝐮; 𝑠𝑘) = 1|(𝑛) = Prob 𝑆 𝐮 = 𝑠𝑘 |(𝑛) =p(𝐮; 𝑠𝑘|(𝑛))

𝐼(𝐮; 𝑠𝑘) = ቊ
1, se 𝑆(𝐮) = 𝑠𝑘
0, 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟á𝑟𝑖𝑜

Procedimento por Indicação
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• Variáveis Categóricas

• Estimativa do Modelo de Incerteza

sk=s1

s3

s2

s2

s1

s3
s4
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s2
s4 s4
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s1 s2
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•
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s fdpc

s1 0.13

s2 0.37

s3 0.29

s4 0.21

•
•
•

Supondo K = 4 (Classes 

s1, s2, s3 e s4)

Krigeagem 
linear

sk=sK

Probabilística 
(Indicadora) 

Campos Aleatórios
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Procedimento por Indicação

Krigeagem 
linear

𝐼(𝐮; 𝑠𝑘) = ቊ
1, se 𝑆(𝐮) = 𝑠𝑘
0, 𝑐𝑎𝑠𝑜 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟á𝑟𝑖𝑜
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Krigeagem Linear

•
•
•

Variogramas por Indicação
Um para cada campo 

(classe)
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• Variáveis Categóricas

• Estimativa do Modelo de Incerteza (mais detalhes)

Procedimento por Indicação

Probabilística 
(Indicadora) 

Campos Aleatórios

Probabilística 
(Indicadora) 

Campos Aleatórios
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• Variáveis Categóricas

• Estimativa do Modelo de Incerteza (Ilustração) : Usando-se K valores de 
cortes, ou limiares (Neste exemplo, para 4 classes, K=4)

Procedimento por Indicação

s fdpc

s1 0.13

s2 0.37

s3 0.29

s4 0.21

Modelo de Incerteza sobre a VA S em u. 
p(u,s|(n) - Função de Distribuição de 

Probabilidade Condicionada a n amostras

fdp
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• Variáveis Categóricas

• Correção dos desvios de relação de ordem (Goovaerts, 1997) – A somatória 

dos valores de probabilidade das classes da fdp deve ser igual a 1. Assim, será necessária 
a correção para garantir essa propriedade (escalonamento das probabilidades)

( ) ( ) 
= =

==
K

k

K

k

kk spp
1 1

1;uu( ) ( ) 
= =

=
K

k

K

k

kk spp
1 1

1;uu

Procedimento por Indicação

fdp fdp
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• Variáveis Categóricas

• Estimando Parâmetros da VA: Critério da Moda (Probabilidade Máxima) 

• Estima-se o valor da classe, numa localização espacial u, a partir da fdpc da 
VA S como:

( ) ( )( )

( )( )u

uu

k

K

1k

k

K

1k

p

sps

=

= ==

Max            

;Max*

Neste exemplo: s*(u) = s2

Outro estimador qualquer ? 

fdp

Procedimento por Indicação
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• Variáveis Categóricas

• Exemplos de Mapas de Estimativas: (a) Dirichlet e (b) Máxima Probabilidade

Procedimento por Indicação

Mapas de Textura de Solo
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• Variáveis Categóricas

• Estimativa de incertezas a partir da função de distr. de probabilidade

• Moda: estimador de máxima probabilidade.

• Entropia de Shannon: mede a desordem (confusão) ou a aleatoriedade 
entre elementos de um sistema fechado. 

Inc 𝐮 = −෍

𝑘=1

𝐾

𝑝𝑘 𝐮 . ln 𝑝𝑘 𝐮

Inc 𝐮 = 1 − 𝑝 𝐮; 𝑠∗ 𝐮 = 1−Max𝑘=1
𝐾 𝑝𝑘 𝐮

Principais propriedades da Entropia de Shannon:

• É um valor não negativo

• É igual a 0 quando uma das probabilidades é igual a 1 (as outras igual a 0)

• Seu máximo ocorre quando a distribuição for uniforme (máxima confusão)

Procedimento por Indicação
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• Variáveis Categóricas

• Exemplo numérico: Estimativas de incerteza a partir de fdps

• Incerteza por Máxima Probabilidade x Entropia de Shannon 

Tabela: Medidas de incerteza para diferentes configurações de probabilidades

Cases

Procedimento por Indicação
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• Variáveis Categóricas

• Mapas de Estimativas: (a) Estimativas por Moda, (b) Incerteza por Máxima e 
(c) Incerteza por Entropia de Shannon

Procedimento por Indicação

Mapas de Estimativa e Incertezas de Textura de Solo



29/11/2021Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE

35

Divisão de Processamento de Imagens - DPI

35

Procedimento por Indicação

Parte III

Simulação por indicação para 

variáveis contínuas e categóricas
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• Introdução

• Estimativa x Simulação (Modelagem Local x Espacial)

• Problemas com Estimador de Krigeagem: 

• Considera apenas as amostras locais (não valores pré-

estimados). Modelo de Covariância definido só pelas amostras.

• Tende a suavizar detalhes da variabilidade do atributo. 

(minimiza variância da estimativa)

• Valores baixos são superestimados e valores altos são 

subestimados (problema de valores extremos)

• Problemas com reprodução de covariância (próximo slide)

Procedimento por Indicação

36

zk

F(u,z)

z

Valor de Z é 
subestimado 

pela krigeagem
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• Simulação Estocástica (Goovaerts, 1997)

Procedimento por Indicação

37

Estimativa x Simulação

Reproduzindo estatísticas do modelo

(ilustrações)

Note o efeito de suavização da krigeagem 
que leva a uma subestimação da 

variabilidade de “short-range” dos valores 
de Cádmio (Goovaerts)



29/11/2021Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE

38

Divisão de Processamento de Imagens - DPI

38

• Simulação Estocástica – Obtendo realizações das fdacs

• Simulação: processo de obter, sortear, realizações de uma função de distribuição de 
probabilidades acumulada (condicionada ou não). Usa a fdac e um gerador de 
números aleatórios x

Procedimento por Indicação

• N realizações de cada VA Z podem ser sorteadas 

de uma fdac repetindo-se n vezes os seguintes 

passos:

• Sorteia-se um número aleatório na entre 0 

e 1 de uma distribuição uniforme.

• Mapeia-se o valor de na para um valor do 

atributo zna ou sna usando-se a fd estimada.

•A fd pode ser paramétrica, ex. gaussiana: 

média e variância, ou não paramétrica 

construída pela simulação sequencial por 

indicação apresentada a seguir.

na

zna

na

fdpa
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-.07
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-1.0

1.8

Z1

Z2

39

• Simulação estocástica: O método da Simulação Sequencial

• Sorteia-se um valor z1
(l) da fdac univariada de Z1, 

Prob{Z1 z1|(n)}, condicionada às (n) amostras originais.

•Atualiza-se o conjunto de dados amostral original (n) para 

um novo conjunto de informação (n+1) :

(n+1)=(n) {Z1 = z1
(l)};

• Sorteia-se um novo valor z2
(l) da fdac univariada de Z2, 

Prob{Z2 z2|(n+1)}, condicionada o conjunto de 

informação (n+1):

•Atualiza-se o conjunto de informação (n+1) para um novo 

conjunto de informação (n+2) :

(n+2)=(n+1) {Z2 = z2
(l)};

• Sequencialmente consideram-se todas as J VAs Zj’s.

• Repete-se a sequencia acima para cada nova realização l, 

até se obter L Campos Aleatórios.

-.07

2.5

.5

-3.8

2.52.1
-2.8

.3 0.0 2.0

.4

-3.7 -2.5
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1.8
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-.07
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2.52.1
-2.8

.3 0.0 2.0
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-3.7 -2.5
-1.0

1.8

Z1

Z2

.

.

Z3

Procedimento por Indicação
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• Simulação estocástica: Predições a partir dos L campos simulados

• Para atributos Contínuos, considera-se os valores simulados em 

cada posição espacial (u) e nas L realizações

• Média: 

Exemplo: 2, 3, 9, 8, 2, 7, 9- m* = 40/7 = 5.714

• Variância:       σ2 = 

• Mediana: Ordena-se os valores z(u)l e obtém-se o valor 

que divide o conjunto ao meio (50%).            Exemplo:               

• Outros: Moda, Quantis,...

• Para atributos Categóricos, considera-se as classes simuladas 

em cada posição espacial (u) e nas L realizações

• Moda - Classe de maior probabilidade (Prob(Ci) = Nro

de elementos da classe Ci / L)

• Incerteza – 1.0 – Prob(Moda)

• Entropia de Shannon ?

Procedimento por Indicação

𝑧 𝐮 E
∗ = m∗ =

1

L
. σ𝑙=1

𝑙=L 𝑧 𝐮 𝑙

1

L
. σ𝑙=1

𝑙=L(𝑧 𝐮 𝑙 - m*)2
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• Introdução – Simulação Estocástica (Goovaerts, 1997)

• Exemplos de campos simulados para variáveis categóricas

Arenoso

Médio Argiloso

Argiloso

Muito Argiloso

Procedimento por Indicação
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Exemplo de Mapas de Estimativas e de Incertezas, obtidos das 
realizações, para atributos categóricos.

Arenoso

Médio Argiloso

Argiloso

Muito Argiloso

0.0

0.71

0.0

1.37

Procedimento por Indicação
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• Introdução – Simulação Estocástica (Goovaerts, 1997)

• Exemplo de Mapas de Estimativas e de Incertezas, obtidos das 
realizações, para atributos contínuos.

Procedimento por Indicação
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Modelagem por Geoestatística por Indicação

Parte II

Introdução às Copulas 

Espaciais
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• Definição – Copulas representam a estrutura de dependência (“correlação”) entre VAs

(2 ou mais) num sistema de referência de probabilidade [0, 1]. As probabilidades são 
obtidas das distribuições marginais F (univariadas) das VAs consideradas, pi=F(zi) 

Geoestatística por Copulas

Cópulas capturam a dependência 
(correlação) sem influência das marginais.

Cópulas bivariadas descrevem  a 
dependência espacial sobre todo o intervalo 

de quantis e não somente a dependência 
média quadrática como nos variogramas.

Cópulas mostram 
estrutura de 
correlação 

(covariância) no 
espaço de 

probabilidades 
u = F(z)
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• Definição – Exemplos de estruturas bivariadas, e respectivas densidades de copulas. 

A esquerda temos diferentes copulas com covariâncias (0.7) e distribuições marginais 
normal padrão idênticas (Gräler, 2010). À direita densidade de copula e copula 
acumulada gaussianas bivariadas.

Geoestatística por Copulas
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• Conceitos – (Bárdossy e Li, 2008)

Definição: A copula é definida como uma função de distribuição no cubo unitário n
dimensional.  Todas as distribuições marginais estão uniformizadas em [0, 1]. Formally:

C:[0, 1]n -> [0, 1]

Propriedades:

C(u(n)) = ui se u(n) = (1,..,1,ui,1,...,1)

Se pelo menos um dos ui ´s for igual a 0, então C(u(n)) = 0

Copulas e distribuições multivariadas são ligadas entre si pelo teorema de Sklar’s
[Sklar, 1959]. Sklar provou que cada distribuição multivariada H(z1, . . ., zn) (ou F(t1,...,tn))

pode ser representada pelo auxilio de uma copula como: 

H(z1, . . ., zn) = C(Hz1(z1),...,Hzn(zn))

Copulas podem ser construídas a partir de funções de distribuição, como descrito por 
Nelsen [1999]:

C(u) = C(u1,...,un)) = H(H1
-1(u1),. . ., Hn

-1(un)) =

Geoestatística por Copulas
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Densidades de Copulas Experimentais e Teóricas ( Modelos matemáticos)

Geoestatística por Copulas

A partir de um conjunto de amostras bidimensionais (tipo pares de z para uma 

distancia h) podemos obter representações experimentais de densidade de copulas. 

A partir da representação experimental pode se ajustar um modelo matemático 

teórico para a densidade da copula.

Os modelos teóricos de densidade de copulas são utilizados para inferências 

espaciais (estimativas e incertezas) 
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Conceitos - Copulas e interpolação espacial (Bárdossy, 2006)

Geoestatística por Copulas

Exemplo: Para distribuições gaussianas f e h só depende de vetores de 

médias, variâncias e covariâncias obtidas das informações das amostras.
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Conceitos - Copulas e interpolação espacial (Bárdossy, 2008)

Geoestatística por Copulas

Para outras distribuições f e h são obtidos de acordo com o modelo estatístico adotado. Os 

parâmetros do modelo são ajustados por máxima verossimilhança usando-se as amostras: Exemplo:

Bivariate v-transformed normal
copula density with different 
combinations of k, m, and r values.
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Conceitos - Copulas e interpolação espacial

Geoestatística por Copulas

Ao definirmos um modelo matemático teórico para a 

densidade da copula, valores de médias e medianas 

podem ser obtidos por (Modelagem Bayesiana):

No caso da krigeagem por indicação, usamos a definição 

de média estatística aplicada a valores discretizados da 

fda para obter média, ou seja: 

A mediana, quantil .5, também pode ser obtida a partir da 

fda discretizada (figura ao lado)
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Copulas e interpolação espacial (Bárdossy e Li, 2008). Mapas Estimativas e Incertezas

Geoestatística por Copulas

Mapas de Médias e Medianas

Mapas de Incertezas por 
intervalos de confiança
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Geoestatística por Copulas
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Geoestatística por Copulas
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