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Geoestatistica nao Linear: por Indicacao
(“Indicator Kriging and Indicator Simulation™)
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Introducao as copulas espaciais
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Avaliacao da Incerteza Local

e Introducao (de Deutsch and Journel, 1998)

¢ A Krigeagem(por exemplo, krigeagem simples) possibilita
estimativas de valores de um atributo espacial considerando o
seguinte estimador linear:

Z*(u)=:il?la(u)-Z(ua)+{l—’§;)la(u)}-m

Mapa de
estimativas

» Os pesos A, sao avaliados para minimizar o erro da variancia,
também chamado “variancia de estimativa”. Essa minimizagao
resulta em um conjunto normal de equacodes do tipo:

()
Z/IﬁC(ua —uﬁ)+,u=C(ua —u,), a=1,.,n(u)
p=1

e A variancia de estimativa minimizada, ou variancia de
krigeagem, é dada por:

o ()= C0)= 345 (u)- Clu, )

Escala do Exxo
I > Ero

Mapa de
variancias

| <Emo
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Avaliacao da Incerteza Local

e Introducao (de Deutsch and Journel, 1998)

e O mapa de variancia de krigeagem mostra que seus valores sao proporcionais as
distancias das localizacdes u das amostras:

n(u
o2 ()= CO)— S 2% u)- Clu, —u)

Nermal FDF

o Importante: A variancia de krigeagem, sendo independente dos valores dos
dados, somente fornece uma comparacao geométrica alternativa das
configuracoes das amostras. As variancias de krigeagem nao sao, usualmente,
medidas de acuracias das estimativas locais. A
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Modelagem da Incerteza Local

e Introducao (de Deutsch and Journel, 1998) p e
) |

e A Abordagem MultiGaussiana (MG): Se o
modelo da FA de Zu) é Gaussiano Multivariado,
entdo as estimativas e variancias da krigeagem
linear identificam a média e variancia de suas fda
posteriores. Além disso, desde que a fda é
Gaussiana, ela é total/e determinada por esses 2
parametros (Abordagem Paramétrica). Como Y

verificar que FA é multigaussiana?

=]
ba
|

Arobab ity Dens ity
a

e A abordagem da Krigeagem por Indicacao
(IK): Se o interesse é s por avaliar valores de
média e variancia, os procedimentos da
geoestatistica linear sao suficientes. Caso
contrario, a Krigeagem por Indicacdao
“Indicator kriging” fornece métodos nao
lineares para a estimativa aproximada de uma
fdac, Au,2), que modela a incerteza sobre Zu).
Abordagem, ou procedimento, nao paramétrica. ,
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Modelagem por Geoestatistica por Indicacao

Parte |

JSigeagem por Indicacae para

vaviauels continuas




Procedimento por Indicacao

e Variaveis continuas

e Transformacao por Indicacao e propriedades

Ao invés da VA Au), considere sua transformagao binaria por indicagao fu;z,) definida como:

_ 1, se Z(u) <z
I(w;z) = {O, se Z(u) > z,

A Krigeagem da VA por Indicacao RV [{u;2) fornece uma estimativa que é também a melhor

estimativa nao tendenciosa e de minimos quadrados (LS) da expectativa condicional de f{u;2).
Essa estimativa condicional de fu;2) é igual a fdac local de Au), ou seja:

E{/(u; z;)|(n))} = 1 - Prob{I(u; zx) = 1|(n)} + 0 - Prob{I(u; z) = 0|(n)}
=1 Prob{I(u; z;) = 1|{(n)} = Prob{Z(u) < z, [(W)} = F(w; z,|(n))

Importante: Assim, a Krigeagem por Indicacao nao objetiva estimar

valores de média e variancia de Au), mas fornecer um modelo de
incerteza, a fdac, sobre Au).
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Procedimento por Indicacao

» Variaveis Continuas Krigagem
-3.6) Linear

o Estimativa do Modelo de Incerteza XY %=

1 ) 1 se Z(u)<z,
uz,)=
o, se ZW)>z,  z=-3.6
z fdac
-4.0 0.0
-3.6 0.13
® Probabilistico 2 1037
¢ (Indicador) -.55 6
fu,;z=1.1) *® Campo Aleatério 11 5
= 3 1
Krigeagem

Linear
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Continuas

e Avaliacao do modelo de incerteza

{u,z,=-3.6) Semivariogramas por z | fdac
Indicagdo: Um para cada corte 4.0 | 00
FIED Omeidirectional _3 '6 O- 13
T Krigeagem -2 | 0.375
. /-/ Linear _ 55 6
. II‘
_ ) 1.1 9
L] 3 1
. Probabilistico o
. I
e (Indicador) ||~ o ‘ -
lu;z=1.1) o Campos Aleatérios . il
* h
T . . Otnni:sire.cti"m:' Krlg eage m 0.7 : :
1 Linear ¢ f-----ei 5

Zi
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Continuas

e Avaliacao do modelo de incerteza (Ilustracao) : Usando-se K'valores de
cortes, ou limiares, em conjunto com os valores minimos e maximos (neste caso

k=4, z,.=0and z,,,~= 3)

codf fdac com ajuste linear Modelo de
o Incerteza de Z
Z fdac ....................................... | I
Sk s ! (fdac ou F(u,z(n))
0-0 0.0 : :
36 | 0.13 -
2 |0.375 r
-.55 6 g
1 9 g .
3 1 i
Q T '| T T T I T
- =3 =7 1 a 1 2 3 &
Ly
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Continuas

e Correcao de desvios de relacao de ordem (Goovaerts, 1997) — a representacao da
fdac final, Au,z(n)), deve ser uma funcao nao decrescente e deve ficar no intervalo [0,1],
tornando, assim, necessario essas correcoes.

------- Avaliado
Ru,4(n) o
Corrigido
,
1 7
/
/ '~ . /i
~
/7i N, N
~
’ <. .’/
. ~
/
0 7
, * M : »
Zpin Zpax Valores de Z
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Continuas
e Estimando-se parametros da VA (média e variancia)

e O valor médio pode ser estimado, a partir de uma fdac discreta, por:

E|Z]= J: z- f(z)dz

)] = [ zdF(u;z|(n) = 2 aclFlwz | (0)-Fluz, | o)

onde Z/(= (Zk +Zk—])/2

e Usando-se o valor esperado acima, a varidancia pode ser estimada,
similarmente ao valor médio, por:

varlz)= E\z- E@) |= | (- E@)) - f(2)dz

K+1

Varlz)] = 2 (2~ [z {F (| (n))F iz, 1| ()]




Procedimento por Indicacao

e Variaveis continuas

ccdf
o o ——— :
e Exemplo de Estimativa de o, [T i
parametros (média e . . ;
variancia) de um VA z | e | | | |
discretizada usando Excel.[ 0o [ o0 § as- i
36 | 013 B I
2 | 0375 =1 i é
55 6 N AT |
Uncertainty Model of z at location u 1 9 - 4 2 4 e 1 2 1 4
1 Z ; fdac com ajuste linear <
0,8 //‘
= 0,6 / Z Value |Probability (zk+zk-1)2 F(zk)-F(zk-1) C*D (C-meanp2  F'D
S 04 -4.000 0.000 -3.800 0,130, -0.494 6.368 0,393
! /’ -3.600 0.130 2800 0.245  -0.686 2 626 0,643
0,2 -2.000 0.375 1,275 0,225  -0.287 0.009 0,002
0 / : : : 0,550 0,600 0,275 0,300,  0.083 2,115 0,635
1,100 0,900 2,050 0,100  0.205 10,429 1,043
4 2 0 2 4 30000 1.000 Mean Value 1,179 Variance 3.216
zvalue Stand. Dev. 1,793
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Continuas

o Estimando-se parametros da VA ( mediana e quantis) z | foac
-4, 0.0
e O valor da mediana, q 5, pode ser estimado, a partir de uma e | os
fdac discretizada, como o valor de z com probabilidade igual a 0.5. 2 - '375
|:D:Hrl ............... . — g
o, [T '. ................ . P (_ 2) _ 0.5—0.375 = B
. -0.55-(-2) 0.6-0.375 3 | 1
¢ ,_(2-055)x0.125 . o,
g 0.225
P O valor da mediana é AN
O i mais robusto do que o o —
P A T S 0 D S valor da média para o E
B A ey distribuicoes assimétricas e ——
fdac com ajuste linear % T e

e Similarmente pode-se estimar qualquer valor de quantil g.

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE

22/11/2020



Procedimento por Indicacao

e Variaveis Continuas

e Exemplos de Mapas de Predicoes (Mapas de Dirichlet, de média e de mediana)
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Continuas

e Avaliacao de Incertezas por Intervalos de Confianga

e Desvios Padrao: desvio do valor médio. Considerando-se somente um
desvio padrao define-se o valor incerteza como:

Inc(u) = 20(u) onde Prob{Z(u) € [u(u); + o(u)]|} = 0.68

e Quantis. separa as realizacoes por probabilidades. Por exemplo, o
intervalo interquartil € definido como:

Inc(u) = [qo.25; Go.75] onde Prob{Z(u) € [q25; qo.75][(n)} = 0.50
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Continuas

e Exemplos de Mapas de Estimativas e de Incertezas

Mapas: (a) médias com amostras, (b) médias, (c) incertezas por 1 desvio padrao e
(d) incertezas por variancia de krigeagem linear
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Modelagem por Geoestatistica por Indicacao

Parte ||

jéugeagem pex jndwama para




Modelagem por Indicacao — Variaveis Categoricas

e Introducao

e Modelagem espacial: Variaveis Continuas x
Variaveis Categoricas (Tematicas)

A Krigeagem linear (simples, ordinaria,...) € usada para
estimativas de atributos continuos pela equagao: Il

n(u) n(u)

Z*(u) = Zla(u)-Z(ua)+ 1- ZAa(u) .m
a=1 a=1

e Como modelar variaveis categoricas? E possivel utilizar a
geoestatistica para obter-se modelos de incerteza a partir de
amostras pontuais de VA categéricas? Como?

e Solucao Deterministica: Estimador por vizinho mais
proximo. Quais as desvantagens desse modelo? Como II‘
avaliar a qualidade dessa modelagem deterministica?
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Modelagem por Indicacao — Variaveis Categoricas

e Introducao

e Variaveis Aleatorias Categoricas

e Definicgo: Uma VA categorica Ju) € composta por um
conjunto de valores categdricos (discretos) que estao
associados a um modelo de incerteza, uma funcao de
distribuicao de probabilidade (fdp), representando a
distribuicao de probabilidade de seus valores.

0,5
0,4
0,3
= 0.2
0,1

Funcado de distribuicdo de probabilidade

- ,I,F

s1 s2 s3 s4

Classes

* Propriedades

|

» Cada um dos s, valores, ou classes, (A, B, C, ...) esta
associado a uma probabilidade de ocorréncia p, < [0,1].

e A soma das probabilidades de todas as classes em
uma localizacao espacial u é igual a 1

> puw)= 3 pluis,) -1

e Importante: Qualquer fdp categodrica pode ser
transformada em uma fdpa, acumulada, considerando-
se uma ordenacao a priori das classes.

0,8
0,6
g
T 04

0,2

Funcao de distribuicdo de probabilidade

acumulada

s1 s2 s3 s4

Classes

22/11/2020
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Categoricas
e Transformacao por Indicacao e propriedades

Ao invés da FA Ju), considere sua transformagao binaria por indicagao f{u;z,) como:
1, se S(u) = s
I(u: =
(W 57) {0, caso contrario

A Krigeagem da VA por Indicacdao RV Su;2) fornece uma estimativa que é também a
melhor estimativa ndao tendenciosa e de minimos quadrados (LS) da expectativa
condicional de f{u;2). Essa esperanca condicional de {u;2) é igual a fdp local de Su),
ou seja:

E{I(u; s;)|(n))} = 1 - Prob{I(u; i) = 1|(n)} + 0 - Prob{I(u; s) = 0|(n)}
= 1 - Prob{I(u; sy) = 1|(n)} = Prob{S(w) = s, |(n)} =p(u; s¢|(n))

Importante: Assim, a Krigeagem por Indicacao para variaveis
categoricas nao objetiva estimar classes s(u), mas fornecer um
modelo de incerteza, a fdp de S{u) condicionada as amostras.
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Procedimento por Indicacao

Krigeagem
linear

e Variaveis Categoricas

o Estimativa do Modelo de Incerteza _{Y/5=5)

I(u; s) = 1, se S(u) = s
T, caso contrario S=5,
HHC> S fapc
sl 0.13
. s2 0.37
¢ e Probabilistica
> e (Indicadora)
> lu,;s,=s,) e Campos Aleatérios s3 0.29
s4 0.21
Si—Sk
Supondo K = 4 (Classes I
sl, s2 s3es4)
Krigeagem
linear
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Categoricas

e Estimativa do Modelo de Incerteza (mais detalhes)

Variogramas por Indicacao

Lu,;s=s,) Um para cada campo Probability Distribution Function

Lu,s=s)) -~

(classe) 96
8y
o i Omeidirectional 4/7@\0;_9@/97 : ]
T \“-;
w| / 0,
oy g N
1 ML
| W ~ 0 T T T
~ N z1 =2 23 /l =
7 4. 7 a CI
° Probabilistica = —) ° Probabilistica B
. (Indicadora,).- o ° (Indicadora) \ P
Xu,;s,=s) gCampos Aleatdrios ° {u;s=5s) ¢ Campos Aleatorios -

o {Gbability Distribution Function

= 2
=1 %]

51 52

| 53 | ,94
7

Classes
—y
i — -

Krigeagem Linear

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE Divisdo de Processamento de Imagens - DPI 22/11/2020




Procedimento por Indicacao

¢ Variaveis Categoricas

o Estimativa do Modelo de Incerteza (Ilustracao) : Usando-se K'valores de
cortes, ou limiares (Neste exemplo, para 4 classes, K=4)

Modelo de Incerteza sobre a VA Sem u.
p(u,s|(n) - Funcao de Distribuicao de
Probabilidade Condicionada a n amostras

fdp

0,5
G fdpc 04
sl 0.13 0.3

0.2
S2 0.37 ‘ 01 - I
s3 L2e s1 52 s3 s4
s4 0.21 0,13 0,37 0,29 0,21

Classes
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Categoricas

e Correcao dos desvios de relacao de ordem (Goovaerts, 1997) — A somatoria
dos valores de probabilidade das classes da fdp deve ser igual a 1. Assim, sera necessaria
a correcao para garantir essa propriedade (escalonamento das probabilidades)

fdp fdp
05 05
04 — 0.4
0.3 03
02 0.2
0.1 . IE II‘ 0.1 E
( 0 j L
s1 52 53 s4 51 52 53 s4
0143 | 0407 | 0319 | 0231 0,13 0,37 0.29 0,21
Classes

Classes

gpk(“):gp(u;Sk)>l kzl:;pk(u)zkzzp(u;sk)zl
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Categoricas
o Estimando Parametros da VA: Critério da Moda (Probabilidade Maxima)

e Estima-se o valor da classe, numa localizagao espacial u, a partir da fdpc da

VA S como:
s'(u)=Max;, (p(u;s, )=
Max,lle (pk (“))

01
Neste exemplo: s*(u) = s2 0 j o E

51 52 53 sd
013 037 029 0,21

Classes

Outro estimador qualquer ?
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Categoricas

e Exemplos de Mapas de Estimativas: (a) Dirichlet e (b) Maxima Probabilidade

[ ] Arenoso
B nidio Argiloso
= Argiloso
B Muito Arsiloso

(a)

Mapas de Textura de Solo
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Categoricas

e Estimativa de incertezas a partir da funcao de distr. de probabilidade

e Moda: estimador de maxima probabilidade.

Inc(u) = 1 —p(u;s*(w)) = 1— Maxf_, (py(u))

o Entropia de Shannon:. mede a desordem (confusao) ou a aleatoriedade
entre elementos de um sistema fechado.

K
Inc(w) = = " py(W).In(pi (W)
k=1

Principais propriedades da Entropia de Shannon:
e E um valor ndo negativo
e E igual a 0 quando uma das probabilidades é igual a 1 (as outras igual a 0)

e Seu maximo ocorre quando a distribuicao for uniforme (maxima confusao)
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Categoricas
o Exemplo numérico: Estimativas de incerteza a partir de fdps

e Incerteza por Maxima Probabilidade x Entropia de Shannon

Cases plu.sf) plu.s2) plu,s3) plusd) Max Prob Shannon
1 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00
2 0,00 0,00 0,25 0,75 0,25 0,57
3 0,00 0,00 0,50 0,50 0,50 0,69
4 0,00 0,25 0,25 0,50 0,50 1,04
b 0.25 0.25 0.25 0.25 0.75 1.39

Tabela: Medidas de incerteza para diferentes configuracdoes de probabilidades

1,401
1,201
1,001
0,80
0,60
0,40
0,20
0,00

|-—— @ Max. Prob.

— | mEntropy

1 2 3 4 5 Cases
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Procedimento por Indicacao

e Variaveis Categoricas

e Mapas de Estimativas: (a) Estimativas por Moda, (b) Incerteza por Maxima e
(c) Incerteza por Entropia de Shannon

|:| Arenoso
B Médio Arsiloso
B Argiloso

B uito Arsiloso

Mapas de Estimativa e Incertezas de Textura de Solo
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Procedimento por Indicacao

Parte Il

Simulacae poxr indicacae para

variaveis centinuas e categdricas




Procedimento por Indicacao

e Introducao

e Estimativa x Simulacgao
* Problemas com Estimador de Krigeagem:

* Considera apenas as amostras locais (ndo valores pré-
estimados). Modelo de Covariancia definido s6 pelas amostras.

Z*(u):’;{éﬂa(u)-Z(ua)+[l—’gia(u)}-m

Au,2)
. . oq e o 0.7
 Tende a suavizar detalhes da variabilidade do atributo.
o o o o R 0 0 o B
(minimiza variancia da estimativa) 2 0s-
* Valores baixos sdo superestimados ¢ valores altos sao
. 0.25
subestimados (problema de valores extremos)
* Problemas com reproduc¢do de covariancia (proximo slide) e
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Procedimento por Indicacao

e Simulacao Estocastica (Goovaerts, 1997)

_ Estimativa x Simulacao
OK Cd estimates Simulated Cd values

Reproduzindo estatisticas do modelo

(ilustracoes)
1.2] 1.2]
% . é gyl s
§ D,B_K*i .§ o_s_/.
‘% 0.4 E 0.4
0.20_, ool ; , 0.0 ; .
0.3l B B 00 04 08 12 16 00 04 08 12 16
0.15 Distance (km) Distance (km)
mean: 1.35 mean: 1.41
variance: 0.16 g 0.10 variance: 0.86
g : o~ :
_ £ oos] Note o efeito de suavizacao da krigeagem
Hh | oo LU Tl que leva a uma subestimacao da
aa s Em B AL LI variabilidade de “short-range” dos valores
Cd concentration (ppm) Cd concentration (ppm) , .
: de Cadmio (Goovaerts)
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Procedimento por Indicacao

e Simulacao Estocastica — Obtendo realizacoes das fdacs

e Simulacao: processo de obter, sortear, realizacoes de uma funcao de distribuicao de
probabilidades acumulada (condicionada ou nao). Usa a fdac e um gerador de

numeros aleatorios X

e N realizagdes de cada VA Z podem ser sorteadas
de uma fdac repetindo-se n vezes os seguintes § o

pasSos:

» Sorteia-se um numero aleatorio na entre 0
¢ 1 de uma distribui¢ao uniforme.

fdpa

na

g

(-

0.25

* Mapeia-se o valor de na para um valor do

: : 08
atributo z,, ou s, , usando-se a fd estimada. "
06

. . I-u
* A fd pode ser paramétrica, ex. gaussiana: 204
média e variancia, ou ndao parametrica 02

construida pela simulacdo sequencial por 0.
indicacdo apresentada a seguir.

Divisdo de Processamento de Imagens - DPI

0.7

-y

o

. '
''''''''''

53 54
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Procedimento por Indicacao

* Simulac¢ao estocastica: O método da Simulac¢ao Sequencial

« Sorteia-se um valor z,\) da fdac univariada de Z,,
Prob{Z,<z,|(n)}, condicionada as (n) amostras originais.

* Atualiza-se o conjunto de dados amostral original (n) para
um novo conjunto de informacao (n+1) :

(nt1)=(n) W{Z; =2,"};

« Sorteia-se um novo valor z,V) da fdac univariada de Z,,
Prob{Z,< z,|(n+1)}, condicionada o conjunto de
informacao (n+1):

* Atualiza-se o conjunto de informagao (n+1) para um novo
conjunto de informagdo (n+2) :

(nt2)=(nt1) W{Z,=2z,0};

* Sequencialmente consideram-se todas as J VAs Z 5.

» Repete-se a sequencia acima para cada nova realizagao /,
até se obter L Campos Aleatorios.
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Procedimento por Indicacao

 Introducao — Simulac¢io Estocastica (Goovaerts, 1997)

 Exemplos de campos simulados para variaveis categoricas

|:| Arenoso

B Médio Argiloso

. Argiloso
. Muito Argiloso

Instituto Nacional de Pesquisas Espaciais - INPE Divisdo de Processamento de Imagens - DPI 22/11/2020



Procedimento por Indicacao

Exemplo de Mapas de Estimativas e de Incertezas, obtidos das
realizacoes, para atributos categoricos.

[ ] Arenoso
- Médio Argiloso
] Argiloso

B Muito Argiloso
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Procedimento por Indicacao

 Introducao — Simulac¢io Estocastica (Goovaerts, 1997)

 Exemplos de campos simulados para variaveis continuas
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Geoestatistica por Copulas

* Definicdo — Copulas representam a estrutura de dependéncia (“correlacao”) entre VAs
(2 ou mais) num sistema de referéncia de probabilidade [0, 1]. As probabilidades sao
obtidas das distribuicdes marginais F (univariadas) das VAs consideradas, p=HAz)

Cépulas capturam a dependéncia

e Y7 (correlagao) sem influéncia das marginais.
Different DI'StrjbutEdns- . Cépulas bivariadas descrevem a
oA dependéncia espacial sobre todo o intervalo
S . ~ S
e o S de quantis e nao somente a dependéncia
’.'.d— u. ’ . 7 3
T LA média quadratica como nos variogramas.
X]' XQ 20
. 18 . ,_\,—_. Vs
‘ E) 16 j... r
Cépulas mostram £ {4
=P
estrutura de £/
~ 107 [
correlagdo N I
(covariancia) no o 10000 20000 30000 40000 50000
Distance (m)
espaco de
probabilidades 11
— by = 12[ [ wuytpdC (g, s ) — 3
u = F(z2) Ps Lo/ vipdls | Uy, U

¢ 41 B2 03 04 08 08 oF 0% BpE 1
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Geoestatistica por Copulas

 Definicao — Exemplos de estruturas bivariadas, e respectivas densidades de copulas.
A esquerda temos diferentes copulas com covariancias (0.7) e distribuicdes marginais
normal padrao idénticas (Graler, 2010). A direita densidade de copula e copula
acumulada gaussianas bivariadas.

2
14
0_

R

o

2 e

Gurnbel MNormal Clayton
Figure 1: A comparison of different dependence structures with identical
covariance (0.7) and standard normal distributed margins. In the Gumbel
case the scatter plot shows higher dependence in the upper-right corner in
contrast to the Clayton plot which gets tighter in the lower-left corner. The
plot of the bivariate normal distribution exhibits the characteristic elliptical
shape.

Clayton

Figure 2: The densities of the underlying copulas of Figure 1.
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Geoestatistica por Copulas

* Conceitos — (Bardossy e Li, 2008)

Defini¢ao: A copula é definida como uma fungao de distribuigao no cubo unitario n
dimensional. Todas as distribuicdes marginais estao uniformizadas em [0, 1]. Formally:

C:[0, 1]" = [0, 1]
Propriedades:
Cu™)=u;seu=(1,..,1,u,l,...,1)
Se pelo menos um dos u; ‘s for igual a 0, entao C(u™) =0

Copulas e distribuicdes multivariadas s3o ligadas entre si pelo teorema de Sklar’s
[Sklar, 1959]. Sklar provou que cada distribuicdo multivariada H(z,, . . ., z,) pode ser
representada pelo auxilio de uma copula como:

Flty,... . tz) = C{Fy(t1),-.., Fy (L))

Copulas podem ser construidas a partir de funcdes de distribuicdo, como descrito por
Nelsen [1999]:

Clu) = Clu, ..., t0) = F(F (1), F (1))
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Geoestatistica por Copulas

Densidades de Copulas Experimentais e Tedricas ( Modelos matematicos)

1.0
.8
0.6

Lo

0.2

il 0.2 0,d 0B 0,8 1.0

A partir de um conjunto de amostras bidimensionais (tipo pares de z para uma
distancia /) podemos obter representacoes experimentais de densidade de copulas.

A partir da representacao experimental pode se ajustar um modelo matemdtico
teorico para a densidade da copula.

Os modelos tedricos de densidade de copulas sao utilizados para inferéncias espaciais
(estimativas e incertezas)
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Geoestatistica por Copulas

Conceitos - Copulas e interpolagao espacial (Bardossy, 2006)

Spatial Interpolation Using Copula-Based Geostatistical Modcels 39
H is an n-dimensional distribution function with margins F;.... F,. Moreover, if
Fiteeees F.~! are the inverse distribution functions of Fy..... Fn.we get
- el | == ]
el SO ) = H(F; " (y)..... F, " (un)). (2)

If C is an absolutely continuous copula, its density can be written as

I"C (uy.....un) L g [Ty e FV (uy))

(3)
duy . ..o, l_]l"_t fi (F7 ()

where /1 denotes the density of H and the f; denote the densities of F;. One of the

Exemplo: Para distribui¢cdes gaussianas f'e 4 s6 depende de vetores de
meédias, variancias e covariancias obtidas das informacoes das amostras.

1 1 )
oz 1. o2) = oxp [ —— (2 — p)?
f= pleip,o°) = mg(,};p( 2-:12('1 1) )
1 1 Ty—1
h=plz;p,X)= PRREDE exp —E(:r. —pn) X7 — p)
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Geoestatistica por Copulas

Conceitos - Copulas e interpolagao espacial (Bardossy, 2008)

Para outras distribui¢des f'e /4 sdo obtidos de acordo com o modelo estatistico adotado. Os
parametros do modelo sdo ajustados por maxima verossimilhanca usando-se as amostras: Exemplo:

The v-Transformed Multivariate Normal Copula Bivariate v-transformed normal
(Bardossy, 2008 — Bayesian Approach) copula density with different
Let Y be N(0, G), an n dimensional normal random variable with 0T = (O, . . ., 0) ‘ combinations Of‘k m, and r vaIues

mean and G correlation matrix. All marginal's are supposed to have unit

D
variance. Let X be defined for each coordinatej=1, ..., nas: X .
k(Y —m) i ¥; > m K
/Yj = 04
m—Y, ifY;<m os -
All one dimensional marginal of X are identical and have the distribution function: o “a

Hl(x) _ P(X<x) _ ¢G+m)|_¢(_x+m) , k:&c ls 075 : 140 ou 075

and density:

h(@) = o (5 +m) + $—x+m)

The corresponding multivariate and density distribution functions are:

Ho(xX1y .oy Xn) = P(X) <X1yeeey X < Xn) = (B((—=1)" w1y, b((=1)")x,)
271
= -1 .'@ i+ =1
;‘ )'®(¢; + m) =
ha(x1, -« - 1 %) ! !
a\Xly e e e s ¥a) = - -1 ifx<0
@t F § K2 N { ]
-exp(—%(c,.+m)rr-.(c‘_+m)) F x>0
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Geoestatistica por Copulas

Conceitos - Copulas e interpolag¢ao espacial il =
No caso da krigeagem por indicag¢do, usamos a defini¢do b ol
r 1° 4 . . . . g 7 : i
de media estatistica aplicada a valores discretizados da e
fda para obter media, ou seja: SR N
0 ccdf by linear Fttmg Zk
= j z- f (Z)dz
X K+ C:: e D
). = [ zdF(u:z|(n ) 2z Pz | () - Floiz,, | ()] |

A mediana, quantil .5, também pode ser obtida a partir da I~
fda discretizada (figura ao lado) g

..............

ccdf by linear fitting Zi

Ao definirmos um modelo matematico tedrico para a
densidade da copula, valores de medias e medianas
podem ser obtidos por (Modelagem Bayesiana):

1
g, = L F7'(u)cxa(uluy = Hp (2,),. .. ,us = Hz (2,))du

24 = Fy' (u=C;}(05))
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Geoestatistica por Copulas

Copulas e interpolagao espacial (Bardossy e Li, 2008). Mapas Estimativas e Incertezas

Mapas de Médias e Medianas

Wo7412 BARDOSSY AND LI: GEOSTATISTICAL INTERPOLATION USING COPULAS W07412
Chioride Concentration (average) m"d' Cancentration {inecian)
[ma’l -—01.1-281
6112293 e

. as3-611
Em375-4423
Em314-375
260-314
216-260
155-216
10.7-165
163-107
Em38-63

= ‘ * Mapas de Incertezas por
kAl S intervalos de confianga

Wo7412 BARDOSSY AND LI: GEOSTATISTICAL INTERPOLATION USING COPULAS Wo07412

= | saue_confidss-5
1 Confidence interval PH_confid95-5
o0 Confidence interval
YR [ REFREN

\-
)
R oA

Figure 10. Interpolation maps for chloride using v-transformed normal copula mean (left) and median
(right).

Figure 12. Length of the 90% confidence intervals obtained from the v transformed normal copula for
dissolved oxygen (left) and pH (right).
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Geoestatistica por Copulas

Interpolation using Copulas

lComparison of interpolation maps - sulfate

[mgll]
M 1762 - 5806
1285 - 176.2
I 1055 - 1285
Eme34-1055
[161.1-83.4
[1345-61.1
[1223-345
[1138-223
Emo.1-138
Es.4-91
Ec1-54
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Geoestatistica por Copulas

Interpolation using Copulas

Crossvalidation results

Mean absolute error

Chloride | Nitrate | pH Dissolved Sulfate

[mg/l] [mg/I] [-] oxygen [mg/l] [mg/l]

V-copula | 14.861 13.689 [0.192 | 1.876 34.992
G-copula | 15.380 13.938 [ 0.194 | 2.049 38.128
O .Kriging | 16.817 13.853 [ 0.198 | 1.911 42 .365
|.Kriging | 16.561 15.501 [ 0.200 | 1.989 43.979
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