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QUICKEST NEIGHBOR DIAGRAM
ABSTRACT

The Voronoi diagram is a geometric technique for dividing space among a set of
points. There are some extensions of the original diagram that include points’ at-
tributes in the space division process. These are known as weighted Voronoi dia-
grams. This work presents the theory and a few applications of two weighting func-
tions (additive and multiplicative), that leads to an overview on how these methods
can be applied to solve geographic information problems. An application on defense
is outlined as a proof of concept of the multiplicatively weighted Voronoi diagram
interpreted as the quickest neighbor diagram.

1 Introducao

O diagrama de Voronoi representa uma técnica versatil utilizada ostensivamente
para dividir o espago entre um conjunto de pontos definindo regices de influéncia
para cada um. Em sua concepcao inicial, o diagrama divide o espaco de forma que
cada poligono represente a regiao onde aquele ponto é o vizinho mais préximo (AU-
RENHAMMER; KLEIN, 2000).

Como extensao deste diagrama, podem ser definidas outras funcoes de distancia que
utilizem as propriedades dos fenomenos representados pelos pontos além das carac-
teristicas geométricas (BOOTS, 1986). Este tipo de diagrama é chamado de diagrama
de Voronoi ponderado. Desta forma, as regides de influéncia possuem propriedades
diferentes do diagrama original. Algumas das aplicacoes encontradas na literatura
sao apresentadas no escopo do trabalho para exemplificar como divisoes espaciais
ponderadas podem ser utilizadas para resolver problemas geoespaciais.

A técnica de ponderacao define diretamente o modelo que o diagrama ird represen-
tar, portanto sao apresentadas as teorias que viabilizam a construcao de alguns tipos
de diagramas de Voronoi ponderados. Como exemplo da interpretacao do Diagrama
de Voronoi Multiplicativamente Ponderado como diagrama do vizinho mais rapido é
apresentada uma nova proposta de aplicacao a logistica para situacoes de emergeén-
cia como busca e salvamento e defesa do territorio nacional.

As aplicagoes geograficas destes diagramas receberam impulso pelas pesquisas nas
técnicas de geracao de diagramas de Voronoi ponderados. Por exemplo, implemen-
tacoes de aproximacgoes para calcular o diagrama de Voronoi multiplicativamente

(DONG, 2008) e aditivamente (ANTON et al., 1998) ponderados tornaram possiveis a



implementagao em aplicativos de Sistemas de Informacgoes Geograficas. Desta forma,
foi viabilizada a exploracao destes diagramas em sistemas de facil utilizagao por

pesquisadores voltados a solucao de problemas espaciais.

2 Geometria dos Diagramas de Voronoi Ponderados
2.1 Diagrama de Voronoi Ordinario

Dado um conjunto de pontos geradores S = {p1,p2, ...,pn} , 0 diagrama de Voronoi
gerado a partir dele representa as regioes do plano onde os pontos nelas contidos estao
mais préoximos do ponto gerador daquela regiao do que de qualquer outro, conforme
formalizado na equagao 2.1 (BOOTS, 1986). Desta forma, a cada ponto do conjunto
é atribuida uma area na qual ele é o vizinho mais préximo (AURENHAMMER; KLEIN,
2000).

A borda de cada area é definida encontrando os pontos x onde as distancias a cada
um dos dois geradores sao iguais (equagao 2.1). Portanto as fronteiras de cada drea
de influéncia sao retas que representam onde termina a influéncia de um gerador e
comeca a de outro. A figura 2.1 exibe um exemplo de diagrama de Voronoi ordinario

aplicado a um conjunto de pontos geradores.

Como extensao, um diagrama de Voronoi ponderado pode ser definido analoga-
mente, apenas trocando a distancia euclidiana d(z,p;) pela distancia ponderada
dy(x,p;) (A\URENHAMMER; EDELSBRUNNER, 1984). A equacao 2.2 mostra a definigao
da regiao de influéncia W P; de cada gerador (BOOTS, 1986). Em aplicagoes geogra-
ficas o peso deve ser uma propriedade do fenomeno mapeado pelo ponto p;, que sera

levada em consideragao na divisao espacial (BOOTS, 1986).
WP, = z|dy(z,pi) < dy(,p;);5 € S,5 #i (2.2)

Existem diversas defini¢oes de diagramas de Voronoi ponderados. Cada método de
ponderacao possui aplicagoes distintas nas quais sao utilizados para modelar o com-
portamento espacial do fenomeno estudado. Nos itens 2.2 e 2.3 sao apresentados

duas das técnicas mais comuns de ponderacao do diagrama de Voronoi.



Figura 2.1 - Diagrama de Voronoi Ordinério aplicado a um conjunto de pontos

2.2 Diagrama de Voronoi Aditivamente Ponderado

Definindo-se a funcao de distancia como a soma do peso w; a distancia euclidiana
(equagao 2.3) pode-se definir o Diagrama de Voronoi Aditivamente Ponderado (Ad-
ditively Weighted Voronoi Diagram - AWVD).

d(z,pi) = |z — pil +w; (2.3)

A equacgao 2.4 descreve as fronteiras das regioes de influéncia. Como a diferenca
entre as distancias é igual a constante ws — w; nota-se que a equagao define trechos
de hipérboles nas quais o valor dos pesos determina diretamente a diferenca entre
as distancias nas fronteiras (ANTON et al., 1998). Portanto a unidade mais indicada
para inserir os pesos é a mesma unidade do sistema de coordenadas em questao.
Neste diagrama o peso pode ser interpretado como o raio minimo de influéncia de
cada vértice gerador (BOOTS, 1986).

d(xapl) = d(%m) — |9C - p1| - |x - p2| = Wy — wl(C’onstante) (2-4)

2.3 Diagrama de Voronoi Multiplicativamente Ponderado

Definindo a funcao de distancia como a divisao da distancia euclidiana pelo peso

(equagao 2.5) pode-se obter o Diagrama de Voronoi Multiplicativamente Ponderado



(Multiplicatively Weighted Voronoi Diagram - MWVD).

|z — pil

d(x,p;)) = ——— 2.5

(@00 = " (2:5)

Neste diagrama as fronteiras entre as dreas de influéncia em um MWVD sao trechos
de circulos de Apolonio onde a razao das distancias aos dois pontos geradores é
constante e igual a razao dos seus pesos (AURENHAMMER; EDELSBRUNNER, 1984).
[z —p| _w

d(z, =d(x, —_ — =
( pl) ( p2) |x—p2| Wy

(2.6)

Como os pesos definem as razoes das distancias a razao é adimensional, portanto o
parametro utilizado como peso pode estar em qualquer unidade de medida. Em apli-
cagoes praticas, esta invariancia quanto a unidade de medida do peso é 1til quando
0 peso representa grandezas mensuraveis, porém nao métricas.

Pode-se interpretar este diagrama como atribuicao ponderada de espago, onde ger-
adores com maiores pesos receberao maiores areas ou como modelo de crescimento,
no qual as dreas crescem a taxas diferentes, partindo dos geradores (BOOTS, 1986). A
figura 2.2 apresenta o diagrama de Voronoi multiplicativamente ponderado aplicado

ao mesmo conjunto de pontos da figura 2.1.

B

Figura 2.2 - Diagrama de Voronoi multiplicativamente ponderado aplicado a um conjunto
de pontos




3 Aplicagoes

Para exemplificar as diferencas praticas e conceituais entre as técnicas de ponderagao
do diagrama de Voronoi sao apresentadas neste item algumas aplicagoes e como cada

autor definiu o atributo de ponderagao.
3.1 Caminho Sequencial Otimo

Um caminho sequencial é uma das possiveis formas de visitar uma sequéncia de
lugares na qual apenas o tipo de lugar importa. Por exemplo, primeiro ir ao cinema,
depois ao restaurante e por fim ao posto de gasolina. O caminho sequencial étimo
(Optimum Sequenced Route - OSR) é o melhor caminho encontrado para visitar os
lugares de cada classe, na dada sequéncia, a partir de um ponto ¢, conhecendo todos
os lugares daquelas classes na regiao de estudo (SHARIFZADEH; SHAHABI, 2008).
Ao definir as localidades da primeira classe a visitar como pontos geradores e os
pesos como o comprimento do caminho sequencial 6timo que seria obtido partindo
de cada uma delas, encontra-se um diagrama de Voronoi Aditivamente ponderado
(SHARIFZADEH; SHAHABI, 2008). A propriedade deste diagrama é que todos os pon-
tos dentro da regiao de influéncia de um gerador tem seus caminhos 6timos definidos
como a distancia até o gerador mais o caminho étimo a partir dele (SHARIFZADEH;
SHAHABI, 2008).

Seja uma sequéncia R de classes de lugares a visitar partindo de um ponto p.
Conhecendo-se os pontos p; que representam as localidades da primeira classe a
visitar, a fun¢ao de distancia utilizada para encontrar o caminho sequencial étimo
estd representada na equagao 3.1 (SHARIFZADEH; SHAHABI, 2008).

dosr(Qa R) = |q - p1| + dosr(pla R)constante (31)

Portanto, dada uma sequéncia de tipos de localidades a visitar, é possivel preparar
um diagrama que indicara para todo o espaco em estudo, qual é o caminho étimo a

seguir de cada ponto nele contido.
3.2 Avaliacao da alocagao de espago para centros educacionais

Em um estudo conduzido para avaliar a alocacao de espaco para criancas em centros
educacionais, foram comparadas as areas estimadas para os centros educacionais uti-
lizando os diagramas de Voronoi ordindrio e multiplicativamente ponderado (KARIMI

et al., 2009). O fator de ponderagao utilizado foi a razao entre a capacidade estimada



do centro educacional e a populacao atendida atualmente nele.

de(xapi>

nestimado/natual

dy(z,p;) = (3.2)
A razao entre as areas dos dois diagramas permite avaliar os resultados da divisao
entre os centros educacionais. Caso um centro educacional apareca com &area pon-
derada maior, significa que ele esta préximo a outro centro que esta relativamente
mais sobrecarregado. Caso a adrea ponderada seja menor, ha indicios de que o centro

estd sobrecarregado perto dos seus vizinhos.
3.3 Ajustamento de distritos para logistica

Em logistica, pode-se utilizar a divisao em distritos para definir zonas de entrega. Fs-
tas zonas sao regioes ao redor dos pontos de onde partem os entregadores, definindo
um percurso que termina de volta ao ponto gerador daquela zona (GALVAO et al.,
2006). O tempo médio de percurso pode ser aproximado pelo tamanho da area que
um ponto gerador deve cobrir (LANGEVIN; SOUMIS, 1989). Utilizando essa aproxi-
macao, ¢ possivel encontrar uma combinagao de pesos que gerem um diagrama de
Voronoi multiplicativamente ponderado que minimiza o tempo médio de percurso
na distribuigao distrital(GALVAO et al., 2006).

3.4 Divisao espacial entre hospitais gerais do Rio de Janeiro

Foi feita a comparacao da divisao espacial da drea do municipio do Rio de Janeiro
aplicando diagramas de Voronoi ordinario e multiplicativamente ponderado a 21
unidades de hospital geral (REZENDE et al., 2000). O fator de ponderacao utilizado
foi baseado no nimero de internagoes estimadas para cada hospital. Novamente, a
diferenca entre as divisoes espaciais indicou localizagoes onde hé irregularidades de
distribuicao. Neste estudo foram encontradas regioes de influéncia descontinuas. Esta
¢ uma caracteristica do diagrama de Voronoi multiplicativamente ponderado (AU-
RENHAMMER; EDELSBRUNNER, 1984) que pode indicar que a aplicagao da técnica
nao retrata o fendmeno conforme o esperado.

Qoo ps) = TP (33)

Ninternacoes



3.5 Diagrama do Vizinho mais Rapido

Uma das propriedades diretas do diagrama de Voronoi multiplicativamente ponder-
ado é a relagdo com a velocidade (equacdo 3.4). Caso o atributo escolhido seja a
velocidade de deslocamento de cada ponto, o diagrama mostra as regioes em que
aquele ponto gerador serd sempre o primeiro a chegar. Este conceito pode ser apli-
cado a situagoes de busca e salvamento e respostas a conflitos.

du,p) = 2Pt amento (34)

'Utransporte

Por exemplo, dada uma distribuicao espacial de pelotoes militares com diferentes
tipos de transporte (a pé, motorizado e helicépteros). Cada pelotdo se move na ve-
locidade média do transporte utilizado por aquele pelotao. No caso da ocorréncia de
um conflito ou a necessidade de resgate em um determinado ponto, precisa-se saber
qual pelotao tem condicoes de alcancar aquela coordenada mais rapido.

Considerando o tempo de deslocamento (gesiocamento) de cada pelotao funcao ape-
nas da distancia (d.(z,p;)) a percorrer até o ponto e da sua velocidade (V¢ ansporte)
(equagao 3.4), pode-se definir um diagrama de Voronoi multiplicativamente ponder-
ado no qual para cada pelotao é apresentada a regiao de influéncia onde ele é o mais
rapido para alcancar aquelas coordenadas. Nesta aplicagao o peso ¢ a velocidade de

cada pelotao.

4 Conclusao

As técnicas apresentadas neste trabalho permitem dividir o espago entre um con-
junto de pontos. O objetivo principal da ponderacao ¢é adicionar a divisao espacial
um segundo fator, baseado em uma propriedade do fendomeno mapeado pelos pontos
(BOOTS, 1986) . Quando o diagrama é ponderado somando os pesos as distancias,
o atributo deve estar representando uma grandeza geométrica, como é o caso do
estudo descrito no item 3.1.

Das aplicacoes apresentadas nos itens 3.2, 3.3 e 3.4, nota-se a variedade de situagoes
que o diagrama de Voronoi multiplicativamente ponderado pode ser aplicado. Essa
capacidade vem do fato das distancias serem razoes entre os pesos, portanto o peso
pode estar em qualquer unidade e nao precisa ser uma grandeza métrica.

No item 3.5 foi apresentada uma interpretacao diferente do tradicional, onde o di-

agrama mostra os vizinhos que alcancam mais rapido os pontos do espago. Esta



interpretacao tem aplicacoes imediatas em situacoes de busca e salvamento e defesa
do territoério.

De todas as aplicagoes dos diagramas nota-se que a escolha dos pesos é fator fun-
damental para o sucesso da utilizagao do diagrama. Escolher uma grandeza que nao
se comporta como o modelado pelo diagrama pode acarretar em problemas como
os encontrados no item 3.2 (REZENDE et al., 2000). E comum que o analista tenha
que verificar seus resultados e procure pesos mais adequados, conforme foi explorado

intensivamente na aplicagao a logistica de transportes (GALVAO et al., 2006).
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